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1 DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Hmotny bod: (Bodové téleso) - jednd se o model redlného objektu, u kterého predpokladame
soustfedéni hmoty télesa a vSech pusobicich sil do jednoho bodu. Neuvazujeme tedy
prostorové usporadani redlného objektu.

Hmotny bod ma z hlediska pohybového stavu 3 stupné volnosti - translace ve vSech
soufadnicovych smérech (translace ve tfech na sobé kolmych smérech). Neuvazuje
se rotace okolo sebe sama, hmotny bod mtize rotovat okolo jiného bodu.

1.1 Hybnost hmotného bodu

Pohybovy stav hmotného bodu je dan fyzikalni veliCinou hybnost, definovanou dle
vztahu

—

H=mv
Hy = mv; F _)
\Y
1.2 Pohybova rovnice z
Dle 2. Newtonova zakona plati
7 dH F, - dH;

dt dt

Pohybuje-li se hmotny bod ,normalni*“ rychlosti, tj. nedosahuje-li ani tfetiny rych-
losti svétla ve vakuu (coz vétSina technickych objekta splituje), tak plati

dmv dv .

ﬁ: p— —
a e ™M

F=md Flzmal

Pozn.: Uvedeny zdpis je soustavou tii rovnic, protoZe kazdy vektor 1ze rozloZzit do ti{
slozek na sebe kolmych, takZze dostaneme:

F, =ma, F, Qy
F, = ma, F, =m | ay
F, =ma, F, a,

1



Priklad:

Pohybové rovnice:

y
X x: Fi=ma

y: Fo =0

_>
F4 a
.

i3

V redlnych aplikacich 1ze dosdhnout vhodnou volbou soufadného systému sniZeni
poctu pohybovych rovnic na 2 nebo dokonce na jednu.

1.3 1. impulsova véta

Vyjdeme z 2. Newtonova zakona:

—

ﬁ:% . Fat—dii

integrujeme od 1. Casového okamziku do 2.

Hybnost je veliCina energetickd, zajimaji nas jen rozdily stavil a ne jak se ménil jeji
prubéh.

1. impulsovou vétu lze definovat takto:

Casovd zména sily (impuls) zplisobi zménu hybnosti télesa (bud hmotnost nebo
rychlost)

2
/ﬁdt:ﬁg—ﬁl /Fldt:le—HH
1



1.4 Prace, Vykon

Ty

Pohybuje-li se téleso po néjaké draze dr’ za plisobeni néjaké sily F, pak vykona
mechanickou praci

dA = F d7 dA = FT dry
dA
casova zména prace je vikon P = G
dF d7 , .

1.5 d’Alembertuv princip

Je zalozen na statickych pfedpokladech. Zavadi novou silu do silového zatizeni -
d’ Alembertovu nebo také setrvacnou silu.

d’ Alembertav princip Ize formulovat: Soucet vSech sil plisobicich na téleso se rovna
sile setrvacné

Y F=F" > Fi=F;

Rozdil oproti Newtonovu pojeti

Newtonova metodika pracuje s redlnymi silami a fesi kinematiku pohybu, d’ Alemberttv
princip zavadi fiktivni setrvacnou silu. Tato sila ptisobi proti predpokladanému po-
hybu a je mozné ji definovat

Fs = —mc? F1 = —maq



Priklad:

Newtonlv popis d’Alembertuv popis

odstrediva sila

(setrvacna)
Fo = mo’R
N=F,

nn nin

1.6 Zakon zachovani energie

1.6.1 Kineticka energie

Vyjdeme-li z Newtonova 2. pohybového zdkona, mizeme ob¢ strany vynasobit ele-
mentem drahy dr

744
dt
Farem ¥ aremazi—d(™) —
Fr=m-—dr=mdvv = =
dt 2 g
1, L .
dA = dE; B, = émv ...... kineticka energie

2
2 2
Plati: /Fdfz%—% = A=FEy, — Ey
1

Zména kinetické energie je rovna préci pasobicich sil.



1.6.2 Potencialni silové pole, potencialni energie

Jestlize sila F', kterd pusobi na téleso, je v n¢jakém prostoru funkci polohy, pak je
tento prostor nazyvan silové pole.
Toto silové pole je potencidlni, jestliZze plati nasledujici predpoklady:

a) Sily, které v tomto poli piisobi, maji potencial

— jsou funkci pouze polohy

Pi.: 1. Zemské tithové pole: Fp =mg
2. Sila v pruziné

F, -
e Fo = kx

b) Prace, kterou vykonavaji sily, zavisi na poCateCnim a koncovém stavu a nezavisi
na pribéhu, jak se z pocate¢niho stavu dostane do stavu koncového. Z tohoto
predpokladu vyplyva, Ze sily musi byt konzervativni, tj. soustava bez pasivnich
odporti.

Pak prace vykonand témito silami po uzaviené kiivce je nulova.

fﬁdf:o

Za téchto predpokladii miZeme praci po néjaké kiivce vyjadrit vztahem
2
A= /dU(x,y,z)
1

kde U(z,y, z) je potencidlni silova funkce. Plati pro ni:

dU=6—de+8—Udy+6—Udz:Fwd:UJrFyderFZdz
ox oy 0z

Z. tohoto zdapisu lze odvodit

—

F=gradU



Misto silové potencidlni funkce lze zavést jeji zdpornou hodnotu - potencidlni
energii
Ulx,y,z) = —E,

Potencialni energie je skalarni funkce, ktera zavisi na poloze. Lze pro ni psat
dA = —dE,
Plati

2
/ﬁdF: E, — E,
1

Rozdil potencidlni energie mezi polohou 0 a 1 je roven préci potfebné k premisténi
télesaz 0 do 1.

1.6.3 Zakon zachovani energie

Porovnanim dvou predchozich vysledku Ize psat

A:/ﬁdF:Ekl — By, =E, — E,
a odtud pak plati

Ei, + B, = L}, + E,, = Konst.

konaji-1i pii pohybu télesa praci pouze konzervativni sily, je soucet kinetické a po-
tencidlni energie konstatni

Priklad: Potencidlni energie pruziny

F(x)
Foo | 4 q
Iy e
F=ka dA = —dE, E, =0



——

&Il

=l

Ly

(0]

_Ep

1



1
E, = —kz’
p 2 X
Potencialni energie tthového pole
Ep1
h
EpO =g
—Fodr =—E,, —mglz)) = —E,
mgh = E,

Pozn: Maticovy zdapis energii se provadi v tzv. kvadratické formé proménnych ve
tvaru:

1

E = §aT /Aa

symbolicky
L 1
A . . ’ . 1 T
Napf. kineticka energie E, = o /Mv
1 : .. 1 p

Potencialni energie pruziny By = §x /kx



1.7 Zakon o zméné hybnosti

— d_)
Opét vyjdeme z 2. Newtonova zdkona ma = F' a rozepiSeme a = d—:
d_) — —
m— — F = mdi= Fdt
dt
Zintegrujeme
2
m(UQ —171) = /ﬁdt
1
2 2
ﬁg—ﬁlz/ﬁdt H12—H11:/F1dt

1 1
Zména hybnosti je dana integralem ¢asového pritbéhu plisobici sily.
Je-li soucet sil piisobicich na hmotny bod nulovy, hybnost se neméni.

1.8 Moment hybnosti

Kona-li hmotny bod rota¢ni pohyb kolem pevného bodu, plati:

T=0X R
- m -
F Vv — — = — —
> a=axX R+wxv
a M,=RxF
R — 5
- H=mv
o, d

7

Potom moment hybnosti je definovan

gozéXﬁ b01:r1H1

Moment hybnosti popisuje pohybovy stav télesa, které vykondva rotacni pohyb.

1.9 Pohybova rovnice pro rota¢ni pohyb

. db,
Analogicky k 2. Newtonovu zdkonu lze psat: M = ’m



1.10 2. impulsova véta

Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotaéni pohyb

MO s d—bo — Mo dt — dgo
dt
zintegrujeme
) 2
/M dt = 502 — 501 /Ml dt = b021 - b011
1 1

Plati: Casova zména momentu zplsobi zménu momentu hybnosti.

1.11 Zakon o zméné momentu hybnosti

—

- db, . .
Vyjdeme ze vztahu M, = ’r a prevedeme do tvaru M, dt = db,

a zintegrujeme

2 2
/M dt = 502 — 601 / Ml dt = b021 - b011
1 1

Zména momentu hybnosti je didna integralem casového pribéhu pilisobictho mo-
mentu.
Je-li souc¢et momentt k né¢jakému bodu nebo ose nulovy, moment hybnosti se nezmeéni.

1.12 Vazany pohyb hmotného bodu

a) Newtonilv princip
Kazda z vazeb odebira stupné volnosti volnému télesu. kazdou z vazeb miiZzeme
uvolnit a nahradit vazebnymi silami. Dostaneme:

—

ﬁ + Foaz = ma Fl + Fvazl = may

10



b) Lagrangeovy rovnice 1. druhu
Tento pristup k feSeni vazaného pohybu vychdzi z analytické mechaniky (spiSe
orientované na energeticky pristup).
Lagrangeova rovnice 1. druhu je definovana

ﬁ+Agradf:m6

kde A ..... Lagrangeian
f ..... rovnice vazby ve tvaru f(x,y,z) =0

Lagrangeian je definovan:
Fn
2 2 2
of of of
V) ()" ()

Pozn.: ReSeni pomoci Lagrangeovy rovnice 1. druhu predpoklada, ze ve vazbach
nedochazi k disipaci energie, tj. Ze nedochazi ke tien.

\ =

Priklad:

a) Pohyb po pfimce

Pfimka je popsdna rovnici: y = kx + q
rovnice vazby jepak: f=y—kr—q=0

of _

of o
or n

s _
Oy 0z

0

Fn
‘/k’2—|— 12

b) Pohyb po kruznici

PHyi=r = f=22+y —r’=0

of
= 2 — = =
Ox oy Y 0z 0 = A A(22 + y?)

11



1.13 Slozeny pohyb, dynamika slozeného pohybu

Slozeny pohyb se skldda z pohybu unasivého a pohybu relativniho.

Z kinematiky plati:
Ty =Ty + T,

/Ua:/l._)’u—l_/l_};ﬂ

Qg = Gy + Ay + Qpor

Potom pro pohybovou rovnici plati:

ﬁ = mc?a = m(d’u + 6r + 6007")

Fi, = m(aul +ap, + acorl)

Pozn.1: Pokud by se fesil sloZeny pohyb pomoci d’ Alembertova principu, bylo by
nutné zavést ti1 setrvacné sily

e setrvacnou silu unasivou
e setrvacnou silu relativni

e Coriolisovu setrvacnou silu

Pozn.2: Kineticka energie slozeného pohybu

1 1
By = §m |77a|2 = §m ‘(Uu + 777“)|2

tzn. je tfeba prepocitat vektorové velikost absolutni rychlosti.

12



1.14 ReSeni dynamiky hmotného bodu v p¥irozenych
souradnicich

Ptirozené soutadnice jsou:

- normdla ... 17

-teCna ... T

- binorméla ... b

Z téchto tif jednotlivych vektori se sklada pruvodni trojhran: plati (b=
bové rovnice jsou pak nasledujici

—

n X 7. Pohy-

ma, = Z F,
ma, = Z EF.
ma, = Z F,

v o . ;
ay, ... normalové zrychleni: a,, = 7 (R .. polomér trajektorie)

[\]

dv
ar ... tecné zrychleni: a, = prs

ayp ... teCné zrychleni: a, = 0

Celkové zrychleni je pak

13



Priklad:

e
3 m
1 (&5
')
,a
v
1) Kinematicky rozbor:
téleso kond slozeny pohyb
n
V21
(P32
a1g
az2g
da2n
P32
2
aCOF
a21n
Ps2
021 2
<

21

14

Vi

T

f

relativni pohyb

 ——

i)

7222

nasivy pohyb

@b

Plati:

Bcor = 2(021 x Vap)



2) Silovy rozbor

n
T
@b
N
@ N
F
T4,To ® ©
n: Ny = m(azen+acor+as1, sin %+a217 cos %)
T =Ty =Ty, = m(—agln COS % + a9y, Sin % + CL327—)
b . N2 — FG =0

Aeor = 2W21V32

azon = Sb%zR (@323) a21n = w%la T = f1N1

asar = P32R (asR) 217 = Q1A Ty = falNo

a®> = R* + R* + 2R? cos 39

P32 R

15



2 DYNAMIKA SOUSTAV HMOTNYCH BODU

Model hmotného bodu neni az na malé vyjimky pouZzitelny obecné pro feseni uloh
dynamiky pro redlné soustavy. Daleko lepSim pristupem k feSeni se jevi pouZiti vice
bodu. Redlnou soucast pak modelujeme jako soustavu hmotnych bodi spojenych
navzajem tuhymi vazbami. Provadime tzv. diskretizaci, kdy hmotnost daného télesa
vhodn¢ soustfedime do nékolika hmotnych bodu tak, aby ztstaly zachovany vlast-

realné téleso

Existuji dva pristupy k feseni dynamiky soustav hmotnych bodi

1. Analyza pohybu samostatnych téles (uvolnéni)
2. Analyza pohybu jako celku

2.1 Analyza pohybu jednotlivych téles

Tento pristup spociva v uvolnéni jednotlivych hmotnych bodii, zavedeni vazebnich
sil a sepsani pro kazdy takto uvolnény hmotny bod pohybovou rovnici. Dostavame
soustavu n rovnic. Tuto soustavu musime doplnit dopliitkovymi rovnicemi, kinema-
tickymi vazbami a vazebnymi podminkami. Celou tuto soustavu déle feSime.

y
m;

16



Pohybova rovnice i-tého télesa:

—_

n— n—1
.+ Ej = ma; Fil + E Fijl = ma;,
1 =1

l

~

<.
Il

Nevyhoda tohoto pristupu:
Soustava rovnic muze byt velmi rozsahla a jeji feSeni miZe byt znaén€ kompliko-
vané.

Vyhoda:
Ziskame komplexni feSenti, tj. vSechny kinematické i silové parametry soustavy hmotnych
bodd.

2.2 Analyza pohybu jako celku

m;

7 geometrie plati:
T =T+ Tir Ur = U; + Uit dr = d; + Tar

Yy S > Myt

ro =
T Zmz

Z. toho derivaci dostaneme

FTE mi:E mz‘ﬁ‘ ’17TE mi:E mﬂ7z
67T§ mz‘:g mﬁi

17



a) Hybnost a moment hybnosti
Hybnost a moment hybnosti urcuji pohybovy stav soustavy hmotnych bodu.

Hybnost: H = Z m;v;
dosazenim H = Z m;Up aza predpokladu > m; = m dostaneme

—

H = mur Hy = mvp,

Moment hybnosti:

gozzgoizzf; szzgz

Plati

Dosazenim dostaneme

—

bo = Z (7P — Tir) X my(Ur — Uir)] =

= |7 x miy — Fr X miliip — Fir X mibp +Fir X mibir

=0 =0

—

bo = E T X MU + Tir X MU
bo = T X mur + E Tir X MU
bo, = rrymvr, + g Vir, MiViT,
b) Pohybové rovnice

Pohybové rovnice dostaneme jako totédlni diferencidl podle ¢asu hybnosti, resp. mo-
mentu hybnosti

dH _  db,
MO = —
dt dt

18



dostaneme

s A mdip
~ar . ar T
ﬁ = mEfT F1 = mar,

Y db, _d (7 x mUp + Y Tir X mtir)
°Tdt dt

M, = UT X mUT -l—FT X m(iT + E Uz'T X mi@T+ E ﬁT X mic?iT
—— & ,
=0

-0
Potom

—

MO :FT X chT+ E ”F%T X mﬁiT
M01 — rTlmaTl + E r’lTlm7a’LT1

Poznamky:

1) Rovnice jsou navzajem vazané, v obou se vyskytuje dr. Toto neni idedlni z hle-
diska feSeni. Mnohem jednodussi je feSit dvé nezavislé rovnice. Do tohoto stavu lze
rovnice prevést vhodnou volbou souradného systému. Zvolime-li pocatek souradného
systému do téZisté, bude vektor 7 = 0 a momentova pohybova rovnice piejde do
tvaru

M, = g Tir X Mia;T

2) Rovnice fesi translacni i rotaéni pohyb (nataceni soustavy hmotnych bodi) —
obecny rovinny pohyb. Je-li pocatek souradného systému v tézisti, pak silova po-
hybova rovnice fesi translaéni pohyb a momentova pohybova rovnice fesi rotacni
pohyb.

c¢) Kinetickd energie
Kinetickd energie soustavy hmotnych bodt je dana vztahem

Ej, = %Zmzvf
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Dosadime-li za v;, dostaneme

1 1
= LS e~ = LY meh 2o ) =

— % (Z miv%— Z QmivT”()ﬂ;—l— Z mi“?T)
-0

Dostavame

1 1
by = §mv:2p + 5 Z miva

Tomuto vztahu se fika Konigova véta. Vysledna kineticka energie se sklada ze dvou
casti. Prvni ¢ast ma souvislost s translacnim pohybem a udava rychlost tézisté, druha
¢ast ma souvislost s rotanim pohybem a jedna se o rychlosti jednotlivych hmotnych

Y VeV

3 MOMENTY SETRVACNOSTI

Moment setrvac¢nosti udava miru setrvacnych acinki pfi rotaénim pohybu télesa.

Lze definovat nasledujici momenty setrvacnosti (vSechny [kgm2]):

1. Osové
2. Rovinné
3. Polarni
4. Deviaéni

-

4
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3.1 Momenty setrvacnosti

Osové momenty setrvacnosti

[x:/(y2—|—22)dm ]y:/(x2—|—22)dm

m m

I = /(332 +9?) dm

m

Rovinné momenty setrvacnosti

]my:/zzdm ]m:/y2dm ]yZ:/x2dm

m m m

Polarni moment setrvac¢nosti

Ip:/(x2+y2—|—22)dm

m

Devia¢ni momenty setrva¢nosti

Dmy:/xydm Dm:/xzdm Dyzz/yzdm

m m m

3.2 Tenzor setrvacnosti
I. Dy Dy
I=|D, I, D,
D.. Dy, I,

Vykazuje tenzorové vlastnosti. Lze jim rotovat (rotace soufadnicového systému) a
tim dosahovat zvlastnich stava.
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3.3 Souradnicové systémy

Hlavni soufadnicovy systém

Je to takové natoCeni tenzoru setrvacnosti, kdy jsou mimodiagonalni prvky nulové
(deviaCni momenty). Soufadnicovy systém odpovidajici tomuto natoCeni je hlavni
soufadnicovy systém. Tenzor setrvacnosti ma pro hlavni soufadnicovy systém tvar

I,
I=

<

0 0
0 7, 0
0 0 I,

Urceni hlavniho soufadnicového systému:

1) Ma-li téleso osu symetrie, pak na této ose lezi jedna z os hlavniho soufadnicového
systému.

2) Ma-li téleso rovinu symetrie, pak v této rovin€ lezi dvé na sebe kolmé osy, které
jsou soucasti hlavniho soufadnicového systému.

3) Ma-li téleso dvé roviny symetrie, pak jejich priisecnice je osou hlavniho souradnicového
systému.

Centralni soufadnicovy systém

VOV eV

Hlavni centrdlni souradnicovy systém
Je to takovy soufadnicovy systém, ktery je hlavni, tzn. (D, = D,. = D,, = 0) a
probiha tézisStém.

3.4 Steinerova véta

VvV

zname-li hodnotu momentu setrvacnosti v tézisti télesa.
Je obecné pro vSechny momenty setrvacnosti mozné ji definovat ve tvaru

I, = Ir +m - (pos)

pos ... vzdilenost mezi téziStém a posunutym bodem
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Priklad
Urcete moment setrvacnosti tenkého disku k ose prochazejici t€ziStém

y y
R
X
T
I, = / (z® + %) dm dm = pdV = 27 RdRLp
:(:2 + y2 — RZ

R R
I = / R?.21pLRdR = / 2rpLR* dR =
0 0

R 1
— 9rpl— = ZgpLR*
TP 1 27Tp

Vime, 7e m = pV = prR’L  tudiZ po dosazeni vychazi, 7e plati:

1
[z = §mR2
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4 DYNAMIKA TRANSLACNIHO POHYBU TELESA

Translacni pohyb télesa je definovan tak, Ze spojnice dvou libovolnych bodi ma pfi
pohybu stéle stejny smér. Plati tedy, ze vSechny body maji stejné drihy, stejné rych-
losti a stejna zrychleni.

Proto je pohyb télesa pfi translaénim pohybu uréen pohybem jednoho bodu. Timto

N2 4

Dynamika translacniho pohybu télesa je tak totozn4 s translacnim pohybem hmotného
bodu.

i i

4.1 Hybnost

H=mv lemvl

4.2 Moment hybnosti

Moment hybnosti k téZisti je nulovy, protoze o = 0

by = 0 b, = 0,

1

Moment hybnosti k libovolnému jinému bodu je

by =7 x H b,, = Rihy

24



4.3 Pohybova rovnice

Je definovéna jako derivace hybnosti, eventudlné momentu hybnosti za Cas.

L dH v
F:E:mazma F, = ma;
Mozd—bﬁ:o
dt

4.4 Kineticka energie

Kinetick4 energie je definovana pro translacni pohyb:

1
b, = §m02

5 ROTACNI POHYB TELESA

Téleso vykonava rotacni pohyb, jestlize v ném existuje pfimka, pro kterou plati, Ze
vSechny jeji body maji nulovou rychlost. Tato pfimka se jmenuje osa rotace.

5.1 Hybnost a moment hybnosti
Zvolime-li pocatek souradného systému na osu rotace, je hybnost nulova

—

H=0

Moment hybnosti 1ze odvodit z defini¢niho vztahu

—

bozf’xfl

Prevedeme-li si jej do diferencni podoby, bude

db, = 7 x dH dH = 7 dm

ST
I
&l
X
=

pak
db, =7 x (J x ) dm
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Maticové lze tento vztah mozné vyjadrit

dbol = Rlﬂll’l dm

kde
0 —z vy —w 0 x
Ri=| 2z 0 -z Q=|w 0 0 rn=1\y
-y x 0 0 0 0 z
pak
db, | 0 —2 —w 0 x
dl;y = z 0 —x w 0 0 y | dm
db, —y =z 0 0 0 0 P
db, [0 —2z y —wy —wxz
dgy = z 0 —x || wr |dn= —WyYz dm
db. -y oz 0 0 w(z? + 3°)
—WxZz —wzxz dm

S
I
—
|
&
<
N
o
3
I
—
|
&
<
N
o
3
I

m | w(x? + y?) m | w(x® 4+ y?) dm
[ ﬂj;—wxz dm ] i —wT{ xzdm ] —wD,.
_ f —wyz dm _ —w f yz dm _ wD,.
[w(@?®+y?) dm w [(z*+ y*) dm wl,
Wy 0
= b01 = liw, kde w = wy | =
W, w
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JestliZe je souradnicovy systém hlavni centralni, pak plati, ze D,,,D,.,D,..

pak je moment hybnosti
by = 1,3
5.2 Pohybové rovnice
— dﬁ - dg — —
F = M,= - F=0
dit dt
. dL@ d
M = =1, = I,a
di a
M == ]OO_Z Ml |01 (841
5.3 Kineticka energie
Kineticka energie je pro rotaCni pohyb definovana ve tvaru
1
Ek = 5 0w2
a maticové
1
Ep == wll,w
2
5.4 Detailni rozbor rota¢niho pohybu
Rotaéni pohyb je jeden z technicky nejdilezitéjSich pohybi, ktery je ve velké mife

pouZzivan v technickych aplikacich. Je proto diileZité si jej podrobnéji rozebrat.
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Jako model si vybereme téleso dle obrazku

Z
g FBX
M,
1
F o
! 3
o
T T |dm
T A1
Z7 FG r
\
Fay
. y
I:Ax
FAZ
X

Pohybové rovnice jsou nasledujici:

Z F1 = mai Z M01 = |1a1

kde
aM =arM + QvM = a_ +a,
v — QM
T 0 —w O 0 —a 0
M=y Q=|w 0 0 a=|a 0 0
0O 0 O 0O 0 O
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pak

—w 0 T
vM=1w 0 0 y | =
0 0 0 z
0 —a 0 x —w
aM=1a 0 0 y|+|w O
0 0 O z 0 0
—oy — w?x
oM =1 ar—wly
0

Momentovou rovnici lze rozepsat na tvar
M = / ¥ X adm
m

Pak je vyhodné si vyfresit i vektorovy soucin 7 X a

7 x @ = RaM
kde
0 —z vy
R=| 2z 0 —x
-y x 0
pak
0 —2 vy —ay — w?x
RaM = z 0 —=x ar —wly | =
—y x 0 0

Potom lze sepsat pohybové rovnice v nasledujicim tvaru:

F.: Fap+ Fp,+ Fyp = —a [ydm —w? [zdm

29
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—wy
wx
0
—wy
W
0

—Qxz + wzyz

—ayz — waz

a(z? + y?)



F, FAy+FBy+Fvy:afa:dm—w2fydm

F,: Fy, — Fg+ Fy,=0

M, : —FByL+FGyT+MVx:—ozfa:zdm+w2fyzdm
M, - FBxL—i—FGxT—I—MVy:—afyzdm—waxzdm
M., : My, =a [(2* +y*) dm

Plati:

/ydm:mi /xzdm:Dm

/:L’dm::L’Tm /yzdm:Dyz
/(x2+y2) dm =1,

Pak Ize rovnice prepsat do tvaru

SN F, = (—ayr — w?zr)m

>0 Fy = (awr — wPyr)m

YF. =0

S M, = —aD,, +w?D,,

> M, =aD,, — WD,

YoM, =L

V maticové podobé

ST Fy = m(ag + Q)Y > Mz = lhas + Qalaws

kde pro jednoduchost jsou pouzity spolurotujici souradnice.
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Pozn.: Odvozeni vzthau pro momentovou rovnici

- db,
M_

=2 b=7x H H=mo
dt

b=rxuvm = db=rxuvdm

pp = dx vdm) (ﬁxmfx d—“>dm

dt dt dt
(T x T4+7x d)dm = M:/de'dm

0

Poznamka k dosaZzenym pohybovym rovnicim

Prvnich 5 pohybovych rovnic (3F + 2M) predstavuje silovou a momentovou rov-
novahu. Jedind pohybova rovnice je posledni momentova. K vypoctu sil v loZiscich
je zapotiebi prvnich pét rovnic. Z nich se ukazuje, zZe sily v lozZiscich nejsou zavislé
jen od vnéjsiho zatiZeni, reprezentované silovou a momentovou vyslednici, ale zavisi
i od dhlové rychlosti & a od thlového zrychleni &. To je pomérné nepiijemna situ-
ace, protoze tyto mohou nabyvat relativné vysokych hodnot, ¢asto presahuji 1 hod-
noty vnéjsiho silového ptsobeni. Je tedy snaha eliminovat tyto silové a momentové
ucinky. SniZovat & a @ neni technicky realizovatelné. Jedinou cestou, jak dosdhnout,
aby tyto ucinky byly nulové, je docilit stavu, kdy x7 = yr = D,y = D,. = 0 anebo
se tomuto budou blizit.

Uvedenému postupu se fika vyvaZzovani tuhych téles.

5.5 Vyvazovani tuhych téles

Cilem vyvazovani tuhych téles je eliminovat prfidané silové a momentové Ucinky.
Tyto pridané Gcinky jsou zavislé na ihlové rychlosti < a na tihlovém zrychleni .
5.5.1 Eliminace silovych ucinku - statické vyvazovani

Pfi statickém vyvaZovani se snazime odstranit pridané zatézujici ucinky, které se
nachdazeji v silovych pohybovych rovnicich. Tyto ucinky se budou bliZit nule, bude-
li
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W VeV

tace.
Pti statickém vyvazovani eliminujeme vliv tthové sily. Tato sila mé charakter volného
vektoru a proto si ji mizeme vhodné posouvat na télese. Staci nam tedy vyvazovat v

jedné vyvazované rovine.

Technické provedeni

a) Lehky stroj - jedna se o vyvazovani za klidu. Stroj umistime na vyvazovaci trny a
nastavi se tak, zZe t€ziSte je pod osou rotace. Na protilehlou stranu pridime hmotu
tak, abychom doséhli toho, Ze se motor po novém usazeni nebude otacet.

Velicina, ktera charakterizuje miru nevyvazenosti, se nazyva nevyvaha a je vyjadiena
vztahem

N =me [kgm]

VoV oe v

mp
p

—. .I_ ......... L A - = ] - - - —. . . _|. -
AN JN

vyvazovaci

Fo rovina
Musi platit
me = myp

p je vétsinou jasné ddna bud’ konstrukéné nebo technologicky.

b) Tézky stroj - jednd se o vyvazovani za rotace. Vétsina téles je pomérné hmotna a
tak neni moZné je vyvaZovat na vyvazovacich trnech. Proto jsou za timto Gcelem
konstruoviny specialni stroje - vyvazovacky, které maji v loZiscich zabudované
méfici prvky, které jsou schopny zjistovat parametry, které jsou nezbytné pro

N4

sily v loziscich apod.
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5.5.2 Eliminace momentovych acinku - dynamické vyvazovani

Pfi dynamickém vyvaZovani se snazime odstranit pridané zatéZujici uCinky, které
se nachazeji v momentovych pohybovych rovnicich. Tyto ucinky se budou blizit
nule, pokud bude

D, — 0 D,, — 0

Snahou i cilem pfi dynamickém vyvaZovani je dosdhnout stavu, kdy osa rotace je
hlavni osou setrvacnosti

osa rotace

_..l_ _______________ _M _______________________ _}._

aVn,'
Os
Stj

Pfi dynamickém vyvazovani eliminujeme vliv momentu. Moment Ize modelovat
jako silovou dvojici, je proto nutné vyvazovat minimalné ve dvou vyvazovacich
rovinach.

vyvazovaci
rovina

P1

U S JRPSEE RN @ SR —

Y
el

nin

nin

vyvazovaci
rovina

Z\

Technické feSeni je moZné pouze za rotace. Za klidu se tento vliv viibec neprojevi.
Provadi se opét na specialnich strojich jako v pripadé statického vyvazovani.
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6 OBECNY ROVINNY POHYB

Jednd se o takovy pohyb télesa, jehoz body opisuji kiivky v rovnobéznych rovinach.

Obecny rovinny pohyb se skldd4 z pohybu transla¢niho, reprezentovaného referen¢nim
bodem a pohybu rotacniho okolo tohoto referencniho bodu.

Téleso, které kond obecny rovinny pohyb, mé 3 stupné volnosti - traslace ve dvou na
sebe kolmych smérech a rotace okolo osy, ktera je kolma na sméry translace.

6.1 Hybnost a moment hybnosti

referencéni bod

v =TT A+ TMT Uy = U + Upr ay = ar + ayr

ﬁMT:ﬁXFMT

Staticky moment: / yr dm =0
m

Hybnost télesa pii obecném rovinném pohybu je definovand nasledovné
dﬁ:ﬁ'Mdm: (UT—FLU X FMT) dm = vp dm + (cU X FMT) dm

ﬁ:/UTdm—l—/(ﬁXFMT)dm

m m
(. J
-

=0
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H = mur H, = mvr{

Pro moment hybnosti vyjdeme ze vztahu

ng:FM X UM dm = (FT‘l‘FTM) X (UT+UTJVI) dm =

= 77 X Up dm—|—fT X U d??”ﬁ-FfTM X U d"BH?TM X U dm

=0 =0
g(,: /(FT X UT) dm+/(FTM X UTM) dm
m m
6TM =W X FTM

—

b, = (FT X 17T)m + /(FTM X @ X FTM) dm

m

/(FTM X W X rry ) dm = /Rlﬂlrl dm

0 —z vy —w 0 x
R, = z 0 —=x Q=|w 0 0 =1y
—y oz 0 1., 0 0 O z
pak
0 —2 vy 0 —w O x
/ z 0 —x w 0 0 y | dm
m | —y x 0 0O 0 O z
0 —z y —wy —WTyY
/ z 0 —x || wer |dn= / —WyYz dm =
m | —y x 0 0 m | w(z? + y?)
—zy dm Dy,
= w/ —yz dm =w D,.
(2% +y?) dm I

TM



bo = O(.(_J) b01 = Iowl
6.2 Pohybové rovnice
6.2.1 Pro obecny referencni bod
Vyjdeme z hybnosti a momentu hybnosti
o df i, = b
dt dt
ﬁ o deT o d?j)T . 5
T ae ar T
F = mar F, = maf
L db,  dL,E  d(7Fr x Tr)m e dfp . dip
MO — = — ]0 - _— _ =
@ @ @ a T\ Ty

= 1,0+ m(UT ><O’I7T +r7 X aT) = I,a+ (FT X JT)m

M, = I,& + (7p x dr)m M,, = loa; + (Riay)m

V momentové pohybové rovnici se vyskytuje zrychleni @ =- silovd a momentova
rovnice jsou spolu svazany. Tuto vazbu je mozné zménit tak, Ze opét zvolime za re-

VOV oe v

VVew

Silova pohybova rovnice se nezméni
ﬁ = mar F1 =ma;

V momentové rovnici se druhy ¢len stane nulovym, takZe pohybova rovnice ma tvar
M, =I,d@ M; = l,a;
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K této soustavé pohybovych rovnic je nutné doplnit soustavu dopliikovych rovnic,
které udavaji vazbu mezi translacnim a rotanim pohybem. Dopliikové rovnice jsou
pro reSeni nutné.

Poznamka z kinematiky

Uhlovi rychlost kolem pélu rychlosti a kteréhokoliv dal§tho bodu télesa jsou stejné.

6.3 Kineticka energie obecného rovinného pohybu

Kineticka energie je dana souctem kinetickych energii pro translacni pohyb a kine-
tické energie pro rotacni pohyb. Jako referencni bod se predpoklada, ze je zvoleno

VOV v

1 1
E,. = §mv:2p + §Iow2

6.4 Analyza chovani valecku

a) ValeCek kona translac¢ni pohyb - dochazi ke smykani

-
a -
~
\")

—_—

Rychlostni profil
Fo

Téleso ma jeden stupen volnosti, pohyb je translacni.
Pohybové rovnice ma tvar:  F' — T = ma
Staticka rovnice: Fg =N

Dopliikkova rovnice: T = fN
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b) Valecek kona rotacni pohyb

>

Rychlostni profil

Téleso ma jeden stupen volnosti, pohyb je rotace.
Pohybova rovnice ma tvar: FR—-TR = [,
Statickd rovnice: Fgo =N

Dopliikovéa rovnice: T = fN

c) Valecek se vali

2V

Rychlostni profil

Téleso ma dva stupné volnosti, pohyb je obecny rovinny.
Pohybové rovnice jsou
F—F. . =ma FR— Ne+ F,R= 1«
Statickd rovnice: Fgo =N
Dopliikové vazebni rovnice: a = Ra

Kontrola ptfedpokladu valeni: F, < fN
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7 SFERICKY POHYB

Téleso kona sféricky pohyb, jestlize existuje jeden bod télesa, ktery je trvale v klidu.
Trajektorie jsou kiivky, které leZi na kulové ploSe. Jedna se o prostorové kiivky.

Téleso, které kona sféricky pohyb, mé 3 stupné volnosti a jednd se o 3 rotace kolem
navzdjem kolmych smért.

Z historického hlediska jsou vypracovany dva pristupy, které fesi kinematiku sférického
pohybu. Prvni pfistup je feSeni pomoci Cardanovych tuhli. Jde o pootoceni kolem
jednoho sméru, ¢imZ se vytvoii nova poloha a ndsledné pootoceni kolem této nové
polohy a dalsi pootoceni kolem takto vzniklé polohy. Ptistup je pomérné specidlni a
slozity.

Druhy pristup definoval Euler a pomoci tohoto pfistupu definoval 3 thly:

- rotace ¢

- precese J

- nutace J o

a jim odpovidajici uhlové rychlosti gg, zb, 9

,osa rotace
v z
S
A
v
¢
0. y
“bod trvale v klidu
d
X -
G uzlova ¢ara, lezi
"""""" vzdy v roviné (xy)

Pro feSeni sférického pohybu je vychozim bodem d’ Alembertiiv teorém:
,Sféricky pohyb lze nahradit pohybem rotaénim okolo okamzité osy otaceni.*

Na zdkladé tohoto teorému definujeme okamzitou thlovou rychlost
G=¢+P+9
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Vztah mezi slozkami okamZité thlové rychlosti a Eulerovymi tihly nam definuji Eu-
lerovy vzorce

Wy, = gbsinﬁsimerﬁcosgb
Wy, = —psind cos ) + U sin
W, = ¢ cosV +

pro pevny soufadny systém a

Wy, = W sin ¥ sin @ + 9 cos
Wy, = ¢sin19cos<p + ﬁsingp
w., =Y cost + ¢

pro spolurotujici systém soufadnic

Technicky zajimavymi jsou piipady, kdy je néktery z Eulerovych uhli konstantni.
Vezmeme-li jako konstantni thel nutace, plati:

J = konst. = 526

Potom pro okamzitou uhlovou rychlost musi platit

G=¢+y
R 0
9 = konst.
a~>RES (P $
0 o o ©
€ okamzita ; ®
v osa otaceni

]

H_d@’_dwe}_dwﬂ_l_ﬁde;_
T T @ @Y

=€, W+w,xw =  zmeéna velikosti + zména polohy

dale plati w, = ¢
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pro zménu polohy plati: w X (c,; + 1)) atato zména definuje Resalovo zrychleni

— —

&Res:Jx (%3+¢):%;X<E+Z;X¢
=0

O_ZRes:'@DX@

Podle vzdjemné rotace rozeznavame dva pripady pohybu - precesi

<

$ J $

X X

SoubéZna precese ProtibéZna precese

7.1 Hybnost a moment hybnosti

Pro hybnost sférick€ého pohybu plati stejné zdkonitosti jako pro pohyb rotacni s tim
rozdilem, Ze pfi sférickém pohybu jsou vSechny veli¢iny okamzité, tj. méni sviij smér

1 svou velikost.
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dH = 0y dm = (3 x 7)) dm = @ X (Fp + #rag) dm = (& X 7y + & X 7ray) dm
M ( ) (77 + Trar) ( T+ _OTM>

H = mur H, = mvlT

vr je okamZita rychlost, tj. opét méni svij smér i velikost.
Moment hybnosti je definovan jako:

db, = 7y x dH = 7y % (& % 7)) dm = R1Qyrq dimn

0 —2 y 0 —w. wy x
Ri=| 2 0 —x Q=] w. 0 —w, =1y
-y x 0 —Wy Wy 0 z
pak
0 —z vy 0 —w. wy x
z 0 =z || w. 0 —wgz|-|y]| =
—y x 0 —Wy Wy 0 z
0 —2 w —W,Y + wyz WYz + Wyyz
= z 0 —x |- WL — Wy 2 = | W,xz+ w,rz
—y x 0 —Wy X + WeyY WyTY + Wexy
potom

WYz + wWyyz
d_'o = / w,r2 +wxz | dm = lhjwy = by,
m

WyTY + WY

bo1 =lhw;
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Dalsi, mnohem delsi zptisob odvozeni momentu hybnosti je nasledujici. Vyjdeme ze
spolurotujiciho souradného systému

db,, = 7 X (&2 X ) dm

a provedeme vektorové souCiny, napt. pomoci rozvoje determinantu

— — —

io J2 ke
by X Ty = | wy wy w, = iy (wyz — w,y) +]2 (W — wy2) +ko (Way — wyx)
~ -~ - ~ ~~ o N——
T Y z a b c
iy J2 ko
9 X (W9 X Ty) = — iy (yc — 2b) +79 (za — xC -|—kﬁ b — ya
) X (W2 X ) r Yy =z 2£yvlj2£v22( ya)
a b c A B C

A= y(wy — wyr) — 2(W,T — wy2) = WY — WyTY — WT2 + wpz? =

= w,(y? + 2%) —wyry —w,r2

2 _

2 — WYz — Wy + wyx? =

B = 2(wyz — w.y) — 2(w,y — wyx) = wyz
= —w,xy + wy (2 + 2%) — w,yz

2

C = 2(w,r —wy2) — Y(wyz — w,y) = w,r% — wr2 — WYz + W, y° =

= —w,rz — wyyz + w, (2 + y?)

Pak

A (we(v? + 2%) — wyzy — w,xz) dm
db,, = / B | dm = / (—wezy + wy(2? + 2%) —w,yz) dm | =
m | C

mo | (—werz — wyyz + w. (22 + y?)) dm
wWyly —wyDyy — w, Dy,

= by, = | —wpDyy +wyly —w.D,y,

—wy Dy, — wy Dy, +w. I,
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b02 = |2(.d2

Pomoci transformacnich vztahiti mezi souradnymi systémy lze tento vztah pievést do
pevného souradného systému.
b01 = I1w1

Opét se zde jedna o okamZité veliCiny, které méni svoji velikost i smér.

7.2 Pohybové rovnice

Pohybové rovnice se odvodi ze své definice jako Casové derivace hybnosti, resp.
momentu hybnosti. Pii derivovani je potfeba dodrzovat, Ze se v obou ptipadech jedna
o okamzité veliCiny, tj. je potieba provadét derivaci jako totalni diferencial.
Pohybové rovnice lze v zdkladnim tvaru napsat v nasledujici podobé

—

L OH . . Ob, .
F:W—I-(DHXH Mozat +03bOXb0
OH; ob,
Fi=—+QyH M,, = L1+ Q. b,
1 ot + H," 1 1 ot + bo1Yo,

kde: wpy je uhlova rychlost, s jakou rotuje vektor hybnosti okolo okamzité osy ro-
tace

wp, je uhlova rychlost, s jakou rotuje vektor momentu hybnosti okolo okamzité
osy rotace

Prvni Clen v obou rovnicich vyjadiuje casovou zménu, druhy zménu prostorovou.
V pfipadé, Ze soufadnicové osy budou hlavnimi osami setrvacnosti, pak jsou po-

hybové rovnice pouze momentové a lze je napsat v nasledujicim tvaru, rovnice se
nazavaji Eulerovy rovnice
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7.3 Kineticka energie

Kineticka energie télesa, které vykonava sféricky pohyb lze napsat ve tvaru

1
Ek = 5 0(.4}2

kde I, je moment setrvacnosti télesa vzhledem k okamZzité ose otaceni. Lze ho vyjadfit
jako soucet momentt setrvacnosti k jednotlivym osam a dostaneme tvar

1
2

1

By = s

1
2 2 2

coZ lze napsat v maticové podobé

1
Ek = 50){'1(.01

7.4 Technicky vyuzitelné pripady sférického pohybu
7.4.1 Regularni precese

Vychazi ze skuteCnosti, Ze uhel nutace je konstantni a tim padem je thlova rychlost
nutace nulova. Vyskytuje se Resalovo thlové zrychleni g,

O_zRes = ¢ X 90
na zdkladé tohoto Resalova zrychleni se v soustavé objevi pfidany moment, gyro-
skopicky moment, ktery je definovan

MG — _[&Res

Tento gyroskopicky moment ndim mizZe vyznamné ovlivnit zatiZeni ptsobici v uloZeni
télesa.

7.4.2 Tézky setrvacnik

v s

Jednd se o model télesa, které je zatiZeno pouze jednou vnéjsi silou a to tthovou a je

vV oe v
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7.4.3 Lehky setrvacnik

Jde o model télesa, na které piisobi jedna vnéjsi sila a téleso je vazano v tézisti.
Takto vazany setrvacnik ma tendenci zachovdavat po roztoceni svoji polohu v pro-
storu a vyuziva se jako napf. navigacni zafizeni.

Priklad LETADLO

Urcit apes, Ma

S
—_—

==l
—_—
\
\
\
\

/ -
/ vy
/ ®
/
/
/
> / -
M; - *— > ORES
/
/
/
I
l
|
©...rotace 1...precese

Gyroskopicky moment Mg
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8 DYNAMIKA SOUSTAV TELES

Stroje a technické objekty jsou zpravidla slozeny z vice téles. Jejich mnozstvi a
slozitost jsou dany slozitosti daného problému. Cilem feSeni problematiky je se-
stavit soustavu pohybovych rovnic tak, abychom jejim feSenim ziskali poZadované
veliCiny.

8.1 Metoda uvolnovaci

Metoda prevadi vySetfovani soustavy téles na feSeni pohybu jednoduchych jednot-
livych téles. Jedna se o univerzadlni metodu, umoznujici celkové dynamické feseni
soustavy. K pohybovym rovnicim je vétSinou nutno pfipojit kinematické rovnice a
rovnice vazeb tak, aby pocet rovnic byl roven poc¢tu neznamych. Pokud se podafi
vyloucit vSechny zavislé veliCiny, budeme mit soustavu n rovnic pro soustavu s n
stupni volnosti.

Velkou vyhodou metody je to, Ze jsme schopni ziskat vS§echny nezndmé parametry
soustavy.

Priklad

I
B R2 ///////

@y

]

VL4l L Ll

Télesa konaji nasledujici pohyb:
1 - ORP

2-RP

3-TP

Soustava ma jeden stupen volnosti.
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Uvolnénti:

Té€leso 3:

Té€leso 2:

T€leso 1:

FL1
y l/
as ms3
X
FG3

v3 = wo Ry az = ozl
Fay M
YT—> \\2
FL2 oL
FBX 2
X [3 Rs
FL1
Fe2

FBx—FLQSiIlBZO
—Fg, + Fpy — Fr, — Fr,c0s(90° — 5) =0
M2 + FLlRQ - FL2R2 = 12042

wo Ry = wl(Rl + 7“1) —  aolRy = Ckl(Rl + T’l)

Vi, = w1 — Ay, = a1 Ry

Fp, — F; — Fg, sin 8 = miay
F, —Fg,cos=0
—M1 + FLQRl + FT7“1 — FNle = ]1041
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8.2 Metoda redukce

Metoda vznikla z poznatku, Ze pro soustavu s jednim stupném volnosti 1ze napsat po-
hybovou rovnici ve tvaru shodném s pohybovou rovnici jediné€ho télesa, na které byly
redukovany vSechny momentové a silové charakteristiky soustavy. Jedna se tedy o
nahrazeni skute¢né soustavy soustavou jednodussi, kde vSak nejsou vSechny dyna-
mické vlastnosti shodné se soustavou ptivodni. Metoda je vyhodna predevsim pro
soustavy, u kterych neuvazujeme tfeni. ReSenim je pravé jeden kinematicky nebo
silovy parametr zkoumané soustavy. Nelze pomoci t€to metody vypocitat vnitini si-
lové Glinky. Redukci provadime zdsadné bud na téleso, které kond transladni nebo
rotacni pohyb. Redukovat téleso, které kond obecny rovinny pohyb, by bylo pfilis
slozité.

Pii uréovani redukovanych hodnot vychazime z rovnosti kinematickych energii ptivodni
a redukované soustavy a z rovnosti praci nebo vykoni ptivodni a redukované sou-
stavy. Musi platit:

Ek,red = Ek,sk’ut

Ared — Askut nebo Wred — Wskut

Priklad
Zadani: Zjistéte zrychleni a3
AN

@
I;\

gl 2®/

n

b_
i
8
A
‘é{

Redukujeme na tfeti téleso, potfebujeme M,.; a I,.4, kinetické energie a vykony
soustavy pred a po redukci jsou stejné.

50



MTed — Ireda?y

1 1 1 1
Ek,red - §Iredw32, - 5]30.}32) + 512(*}% + 5]1&)% + §m1U%T - Ek,skut

Ls
Wied = Myeqws = Msws — FG37W3 + Faivi, — Fivi, = W

potebujeme ws, wy a vy, v zavislosti na ws, utvorime tedy dané kinematické rovnice

CU3L3 = UJQRQ ngQ = W22R1 Vip = w1R1

8.3 Metoda obecné rovnice dynamiky

Metoda obecné rovnice dynamiky vychazi z d’ Alembertova principu, pracuje se tedy
se setrvacnymi silami. K odvozeni obecné rovnice dynamiky se pfistupuje pres prin-
cip virtualnich praci a princip virtudlnich vykonti. Metoda je vhodnd, chceme-li sta-
novit pouze jeden silovy nebo kinematicky parametr. Nefiguruji v ni vnitini silové
ucinky.

Obecnou rovnici dynamiky si miiZzeme definovat ve tvaru

Z <©z +C§57> 0g; =0

(3
kde: Q; ..... zobecnény vnéjsi silovy tcinek
Qs -.... zobecnény setrvacny ucinek

0q; ..... virtudlni posuv
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8.4 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Lagrangeovy rovnice 2. druhu jsou v souCasnosti nejuzivanéj$i metodou analytické
mechaniky pro sestavovani pohybovych rovnic pro modelovi télesa a soustavy téles.
Postup pfi sestavovani pohybovych rovnic je nezavisly na volbé souradného systému.
Dalsi vyhodou je skuteCnost, Ze jedinymi veli¢inami, které je tfeba odvodit, jsou
energie, coZ jsou veli€iny skaldrni. Z odvozenych rovnic jsou jiz od pocatku vyfeSeny
vazbové sily, coz déle zjednoduSuje sestavovani rovnic. Nevyhodou je to, Ze lze urcit
jen tolik nezavislych silovych nebo kinematickych parametra, kolik je stupiii vol-
nosti soustavy.

Lagrangeovu rovnice 2. druhu je mozné uvést ve tvaru

d (OE,\ OE, 0E, 0Ep 0A OW
(k)_ k+ p+ D: _

dt \ 8¢, dq;  0g; 0¢; dq;  0q
kde: Ej ...... kinetickd energie soustavy
E, ... potencidlni energie soustavy

Ep ... disipativni energie soustavy

A prace vnéjsich sil
W ... vykon vnéjsich sil

Pozn.: Gravita¢ni sila Fy; - 1ze ji do pohybovych rovnic zahrnout dvojim zptsobem.
Bud ve formé& potencidlni energie, nebo jako silu vnéjsi a tim do prace nebo do
vykonu. Je vSak nutné, aby byla zahrnuta bud jednim nebo druhym zptisobem,
kazdopadné ne obéma, jinak se navzajem odecte.

9 UVOD DO ANALYTICKE MECHANIKY

Vektorova mechanika vychazi bezprostiedné z principti, které jsou vyjadieny vztahy
mezi veSkerymi veli€inami. V tom pfipadé€ je nutno respektovat smér jejich pohybu
a s ohledem na néj repsektovat smysl vSech sil. Analytickd mechanika vyjadfuje
zakony mechaniky pomoci skalarnich veli¢in.

9.1 Druhy vazeb

Tvar geometrického vektoru, ktery omezuje volny pohyb bodového télesa, urcuji
podminkové rovnice, které se nazyvaji rovnice vazby. Kazda vazba snizuje urcity
pocCet stupnil volnosti dle svého charakteru.
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Rovnice kazdé vazby miZe byt zobecnéna do tvaru f(z,y, z,t) = 0

Takovato vazba se nazyva holonomni (zcela zdkonitd). Vazby, které tuto podminku
nespliiuji, se nazyvaji neholonomni. Piikladem je napiiklad tvar f(x,y, z,t) > 0

Kazda neholonomni vazba, kterd nezavisi explicitné na Case se nazyva skleronomni
(tuhd), zavisi-li na Case, nazyva se rheonomni (proménliva).

v ulohach, kde se pracuje s pojmy jako prace, se musi rozliSovat, zda slozky reakci
konaji nebo nekonaji praci. Pokud préaci nekonaji, mluvime o vazbach konzerva-
tivnich (idedlnich).

9.2 Druhy posunuti

Z hlediska analytické mechaniky je zcela jedno, zda se jednd o posunuti podélné
nebo o thlové natoceni.
Existuji tf1 druhy posunuti

a) SkuteCné - je takové posunuti, které vyhovuje pohybové rovnici, okrajovym a
pocateCnim podminkam. Jeho posuv, ktery skuteCné nastane.

b) Mozné - je takové posunuti, které vyhovuje pouze pocateCnim podminkam. Moznych
posunuti byva neskute¢né mnoho, jsou omezeny jen rovnici vazby a Casovou
zavislosti.

¢) Virtualni - je to rozdil mezi skuteCnym a moznym posunutim

5r:T5_Tm

Vztah mezi jednotlivymi posunutimi ukazuje nasledujici obrazek:

“~mozny posuv
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9.3 Zobecnéné souradnice

V ,klasické mechanice se pro vyklad a i pro feSeni problému pouziva cela fada typt
souradnic, jejichz volba je zavisld na vhodnosti pro konkrétni problém. Obecné 1ze
ale zvolit kterykoliv (kartézsky, polarni,...)

Spliiuji-1i tyto soufadnice podminku, Ze jsou navzdjem nezavislé a Ze jejich pocet
je roven poctu stupnu volnosti (pak se takovéto souradnice nazyvaji zobecnénymi a
oznacujeme je ¢; , (j = 1..n), kde n je pocet stupiiii volnosti

r_j" = T}(Qla q2, -, QTL)

9.4 Zobecnéné sily

Kazdé zobecnéné soufadnici ¢; odpovidd zobecnénd sila ();, kterou miiZzeme urcit z
rovnice pro elementarni praci, tzv. pracovnich sil na virtualnich posuvech:

0A;j = Qj dq;
V analytick€ mechanice rozd€lujeme sily na sily vazbove V7 a sily pracovni P
Proti skute¢nym, v realit€¢ probihajicim elementarnim posunutim dr, se v analy-
tické mechanice pracuje predevsim se virtudlnim posunutim o7. Pak skalarni soucin

virtudlniho posunuti a pracovni sily se nazyva virtudlni prace.

Virtualni posuv je mozny, ale nepiredpoklada se, ze by se musel nutné realizovat. Jde
o ,okamzitd posunuti pti pfechodu z jednoho stavu do druhého.

Z matematického hlediska predstavuji skute¢né zmény dr” diferencidly soutadnic,
zatimco virtudlni posuvy 07 jsou variace souradnic.

Urceni zobecnénych sil:

Virtualni prace pro N bodi a n stupnich volnosti je

N
0A; =Y Fj o7

<

kde virtualni posuvy jsou dany



Dosazenim dostaneme

coZ porovnanim s rovnici

5A; = Q; 5
je
0A=7 Qidy
1=1
kde

N
- Or;  0A
Qi_ZFj e
j=1 a% a%‘

Zobecnéna sila nemusi mit vZdy rozmér sily. Pro linearni souradnici mé rozmér sily,
pro thlovou soufadnici ma rozmér momentu, atd.

Dilezité je, aby soucin zobecnéné souradnice a zobecnéné sily mél vzdy rozmér
prace.

9.5 Princip virtualnich praci
V predchozim odstavci byla definovdna zobecnéna sila ();

—»(97’
Z Jﬁqj

Stejnym zplisobem miiZeme definovat i zobecnénou setrvacnou silu

Sarj
0= ZF dq;
j=1

kde

— —

S —_— — . .
Fj = —myT;

Potom lze princip virtudlnich praci definovat

n

> (F+ F) o7 =0

J=1
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anebo
n

> (A~ myfs) o7y =0

J=1

Tento zakladni princip analytické mechaniky tikd, Ze virtualni prace vnéjSich a se-
trvaCnych sil pti virtudlnim posunuti je nulova. Rovnice principu virtudlnich praci se
také nazyva obecnou rovnici dynamiky.

Princip virtualnich praci tak neni nic jin€ho, nez formalizovany zakon o rovnovaze
téles.

9.6 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

Pii odvozovani vyjdeme z principu virtudlnich praci pro soustavu N téles (bodit)

Z(F}Jﬂﬁ) 57 = 0

J=1

Fj = ﬂ(QIa oy Qn, t)
Variace 67; ur¢ime pomoci vyrazu
8—77]: 0¢i
Princip virtudlnich praci 1ze prepsat formélné do tvaru
N
2

N
0T = mrjér]

l

<.

Levou stranu rovnice pak miizeme upravit do tohoto tvaru

N

N o7 N
ZFJ(SJ ZZ ]5%:ZQ1'5%
j=1

j=1 j=1 =1

a stejné tak lze upravovat i pravou stranu

N
Z 7"]57“3 Z Zm]f; gr' 0q;

=1 =
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a ddle lze zavorku upravovat

2O _d( di o\ L di (0F
mai 2 @ ar oy o 29
P 0q dt \ 7 dt Og 7dt \ 0g

Pro rychlost kazdého j-tého télesa plati

g dn om0
Toodt ot P og; '

Z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic 1ze odvodit
or j _ or j avj

0g; ¢ ¢

Z vyse uvedeného miZeme dostat

con A 0m _ 0f
mits —+ = — [ mit; —2 | — mt; —2% =
77 0q At \'7 9 7 9

i i m]-vjz _i mjvjz-
dt | 0g; 2 dq; 2

je kinetickd energie j-t€ho télesa. Kinematicka energie soustavy je pak

2
m;vs
2

Vyraz

rovna
2

N

m;v

By=) —*
j=1

Dosadime-li vSechny tyto zavéry do pocCateni upravené rovnice pro princip virtudlnich
praci, dostaneme

~[d 0E, OE .
- — 0q; = i0g;
Z[dt d4; aqi] 1 ;Q E

i=1
Vzhledem k tomu, Ze zobecnéné souradnice jsou navzijem nezavislé, musi platit

dOE, 0B,
dt 0¢;  Oq;

Q  i=1,2..n

Tento tvar predstavuje zakladni tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu pro soustavu
téles s n stupni volnosti a s holonomnimi vazbami. Jedna se defacto o soustavu n
diferencidlnich rovnic 2. fadu.
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Sily, které na soustavu téles (bodil) ptisobi, jsou obecné dvojiho druhu - potencidlni
a nepotencialni

Potencialni sily pro konzervativni soustavy lze vyjadrit ve tvaru

B 8Ep
dq;

Qip —

Nepotencidlni sily Ize dale vyjadrit

DA OW

Potom lze Lagrangeovy rovnice napsat v rozsifeném tvaru:

d (OB _OF. OB, 0B 04 oW
dt \ 9¢; dq;  0Oqi o4,  Oqi  0q;

10 LINEARNI KMITANI S 1° VOLNOSTI

Vétsina mechanickych soustav vykonava kmitavy pohyb, zkracené kmitd. Teorie
z mnoha hledisek. Podle toho, jaké jsou povahy jeho vzniku, je délime na buzené
nebo nebuzené, podle typu matematického modelu na kmitani linearni nebo ne-
linearni atd. Hledisek je cela rada.

Nejjednodussi je teorie linearniho kmitani s jednim stupriem volnosti. Tato teorie ma
ncékolik omezeni, je vSak ve své podstaté dobre pouzitelnd na vysvétleni takovych
jevi, které vznikaji v mnoha mechanickych soustavach.

Linedrni kmitini je omezeno zdsadni podminkou:

Jednd se o malé kmity okolo rovnovazné polohy. Obecné plati, Ze uhly, které pfi
kmitani vznikaji, musi byt mensi jak 5°.
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10.1 Pohybova rovnice

Nejjednodussi model

_>Q b ... koeficient tlumeni
k —1=q
AMAA -
m
— | tga=b
b Vv

Odvozeni pohybovych rovnic je nejlepsi pomoci Lagrangeovych rovnic 2. druhu.

1 1
B = §mq2 E, = §kq2
1
Ep = 5542 W =Qq
OBy _ . 9L, _ d (OB _ .
ag dg at\oag )™
OE, OEp . oW
P _ I D _y A
ag 4 ag ! o ¢

Pohybova rovnice je pak
mq + b+ kqg=Q

Toto je pohybova rovnice pro tento jeden konkrétni piiklad. Obecné plati, ze kazda
pohybova rovnice, ktera ma tvar

kde m*, b*, k*, Q* jsou konstanty, vykonavd mechanické kmity. Jednd se o dife-
rencidlni rovnici druhého fadu s pravou stranou. ReSeni této rovnice se predpoklada
ve tvaru

q=aqn+

kde homogenni feSeni predpokldda nulovou pravou stranu.
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10.2 Homogenni reSeni

Pohybovou rovnici, kterou feSime, mame ve tvaru
m*G+b'q+k'q=0
Pro dalsi feSeni si vytvofime dva modely. Obecné se homogennim feSenim fika volné

kmitani. Obsahuje-li pohybova rovnice volného (a obecné jakéhokoliv) kmitani ¢len
bq, jedna se o tlumené kmity, neni-li tento ¢len pfitomen, jedna se o netlumené kmity.

10.2.1 Volné netlumené kmitani

Pohybova rovnice je ve tvaru
m*G+k*qg=0

Rovnici normalizujeme do tvaru

a zavedeme novou proménnou, nazvanou vlastni thlové frekvence a definovanou

k*
Qy =
m*
¢imz rovnice prejde do tvaru
G+ Qhq =0

Reseni této diferencialni rovnice je napt. pomoci charakteristické rovnice

N+Q=0 = N\o=Fi

Reseni se predpoklada ve tvaru

q=CeM

60



dosazenim dostaneme feSeni

nebo pomoci Eulerovych vztaha se da prevést

q = AcosQyt + Bsin Qpt

anebo do tvaru
q = C'sin(Qqt + ¢p)

Vsechny tfi predchozi zapisy predstavuji harmonicky pohyb

Qo

2w = QOt
To

T - perioda harmonického pohyb, udava, za jak dlouho se dany periodicky d€j opa-
kuje. Pfevracena hodnota

1 1
~ Sl
T, Jo L’ Z]

je vlastni frekvence. Ta udava, kolik opakovéani se provede za 1 sekundu.

Vztahy mezi vlastni thlovou frekvenci, periodou a vlastni frekvenci jsou nésledujici:

21 1 Qo
To—Q—O[S] fo—ﬁ—%[[—[z]
2
Qy=— Qy=2
0 T, 0 mf
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Konstanty C; a Cy, resp. A,B nebo C,cs, se méfi z pocatecnich podminek, kdy
musime znat, jak se soustava chovala v Case tj, jakou méla vychylku ¢y a jakou
rychlost ¢g.

Vztahy mezi konstantami jsou nasledujici:

A=0C1+ 0y B:i(Cl—C’Q)

C=+A%?+ B? Yo = arctan%

Rychlost pohybu se obdrzi derivaci vychylky

q = _AQ() sin Q()t 4+ BQO CcOSs Qot

q = CQpcos(Qot + o)

Dalsi derivaci dostaneme zrychleni

G = —AQ3 cos Qyt — BOZ sin Qpt

('j = —CQg Sin(Qot + 900)

Porovnanim vztaht pro vychylku a zrychleni 1ze dospét ze vztahu mezi témito veli¢inami

i =—%q
Ptiklad - Zjistéte )
~| \
P
o = VX
P
q= q=w j =«



1 11 1
E. = =] 2 B, == l2'2:_ l2-2
FT Rl T BT gl 6 "1

x=Iltanp = pro p<>H® tanp=sinp=¢p = x=Ip

1 1 1
E, = Eka = 5/# 2 = 5kz?q?

OB, 1 . d 1. OF
— = -ml - — = -—ml it R
ag 31 dt g g d

Pohybové rovnice:

1
gmz2q+ k%2 qg=0
* k*
k* k2 [ 3k
02 =— Qy=4]|——==1\/—
0 * ’ \/ %ml2 m
Qo 1 /3k 1
= — = — —_ T _ —
Jo 2 2wV m 0 fo

10.2.2 Volné tlumené kmitani

Z ptedchoziho vyplynulo, Ze pohyb se opakuje nekonecné dlouho. To vSak odporuje
pozorovani a skutecnosti, Ze kazdy pohyb, pokud neni rozkmitavan odezni.

Tlumeni je disledkem sloZitych a nevratnych procest, které disipuji energie. Obecné

1ze tlumeni rozd€lit na vnéjsi tlumeni (odrazy vzduchu apod.), tlumeni ve vazbach a
vnitini (materidlové) tlumeni, které zplisobuje odpor v materialu.
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Nejjednodussim popisem tlumeni soustavy je rovnice
mGg+bq¢+kTq=0
Jedna se o rozSifenou rovnici netlumeného kmitani.
Rovnici opét normalizujeme do tvaru
G+20G+Q%q=0

kde 6 = % je soucinitel doznivani. Jedna se opét o diferencidlni rovnici druhého
fadu a fesit ji opét budeme pomoci charakteristické rovnice

N H+2500+ Q3 =0

jejiz koreny jsou

Ao = —6 £ /6% — Q2

O tom, jestli se bude jednat o 2 rtizné realné, stejné realné nebo 2 komplexné sdruzené
kofeny rozhoduje vztah mezi ¢ a ). Pro jednodussi popis si definujme

J

by = -
Qp

coz je veliCina nazyvana pomérny utlum. Podle jeho velikosti 1ze rozlisit tfi druhy
pohybu.

I) Podkritické tlumeni b, < 1

Musi tedy platit, Ze 6 < €2y a kofeny charakteristické rovnice jsou komplexné sdruzena

Cisla.
Q) = \/Q% — 2

Zavedeme-li
jako vlastni thlovou frekvenci tlumeného kmitani, pak pro koreny charakteristické
rovnice dostaneme

Mo =—0+/-02=—-§+i0Q°

64



ResSeni je potom ve tvaru

q= 67575(0162'975 + Cgeiigt)

coZz se da opét vyjadfit 1 v nasledujicim tvaru

q=e " (AcosQt + BsinOt)

a ve tvaru

q = Ce "t sin(Qt + )

Jedna se o periodicky pohyb s periodou

at

Z hlediska praxe je zajimavy pomér rychlosti v ¢ase t a v ¢ase o n-nasobek periody.

Dostaneme
qt Ce % sin(Qt + )

Ganr  Ce 9T sin(Q(t + nT) + o)

po upravach lze dostat
4t

qt+nT

C, =ndT

Pro n = 1 se tato hodnota nazyva logaritmicky dekrement a je definovana

9 =1In-2_ _ 57

qt+T
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coZ se da dale upravit na
210
VO

a pro velmi mald tlumeni, kdy se ¢ blizi hodnoté 1 je

B 2710

19—9—(2)

Y = 27bh,

Z tohoto vyplyva teoreticky zavér, ze tlumeni by mélo zaniknout az v ase t — oo.
PrestoZe to neodpovida skutecnosti, je tento zpisob popisu velmi rozsifeny, protoze
dava celkem uspokojivé vysledky s vyjimkou doby dokmitu.

IT) Nadkritické tlumeni b, > 1

Pro tento pfipad plati, Ze > () a tak jsou koreny realné rizné. Zavedeme-li

w=14/0%— Q3

pak feSeni je ve tvaru

q = e (Cre™ + Coe™)

coz se da upravit do tvaru

q = Ce ' sinh (st + ¢)

Sinus hyperbolicky neni periodickd funkce a proto vysledny pohyb také neni perio-
dicky. Nenastava tedy kmitavy pohyb.

III) Kritické tlumeni b, = 1

Pro tento piipad plati, ze 6 = (), a feSeni charakteristické rovnice je vicendsobny
koren.
Reseni je ve tvaru

q= e*‘St(C’l + Cst)

Také v tomto piipadé nedochazi k periodickému pohybu, nenastane kmitani.
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10.3 Partikularni resSeni

V technické praxi je pripad, kdy na téleso nepisobi zadna vné&jsi sila, ktera by jej
uvadéla do pohybu, pomérné fidkym jevem. Naopak na soustavu (téleso) ptisobi
vétSinou celd rfada Casové zavislych sil.

Takovouto situaci popisuje prave partikularni feSeni, pro néz je pohybova rovnice ve
tvaru

m*G+b*g+ k*q = Q*(t)

Tuto rovnici, stejné jako v predchozich pfipadech, normalizujeme a zavedeme zndmé
soulinitele 0 a 2y, ¢imz dostaneme

. : *(t
G+ 20G + Qiq = —Q (*)
m
Reseni je
q=aqn+ g

Homogenni feSeni jsme uz proanalyzovali, nyni budeme analyzovat partikularni ¢ast,
kdy vynechame piipady nadkritick€ho a kritick€ého tlumeni.

Tvar partikularniho feSeni zavisi na tvaru budici sily. Obecné neni moZzné pro vSechny
pripady buzeni odvodit analytické feSeni, proto je feSeni odvozeno pro specidlni typy

budicich sil.

a) Harmonicka sila

Harmonicka sila je nejbéZnéjsi technicka aplikace budici sily. Sila méa tvar
Q' (t) = Qoe™'
S ohledem na pravou stranu Ize feSeni odhadnout ve tvaru
qp = QOem

potom rychlost ¢ a zrychleni ¢ jsou ve tvaru

. . iwt . 2 iwt
q = wqo€ q = —wqpe
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Dosadime-li tyto vztahy do pohybové rovnice, dostaneme
2 % wt . * wt * wt * _qwt
—w m*qoe"™" 4+ 1wb qoe"™”" + k¥ qoe™" = Qe

¢! 1ze na obou stranich vykratit a dostaneme
—w*m*qy + iwb g + k*qo = Q;

qo(k* — wrm* + iwb*) = Q)

Pak pro amplitudu plati
Qo
k* — w?m* + iwb*

Q% 9

k* — w?m* wb*

qo = = qRe + 1qrm

qo =

Jako kazdé komplexni ¢islo, i ¢y ma svij modul (amplitudu) a fazi. Musi platit

/ 2 ) @
—= —|— VA —=
a4 IRe Urm \/(k:* — me*)Q T (b*w)2

Vytkneme z obou vztahii m* a dosadime do vztahta

k* b* )
= 0?2 5 = b, = —
m* 0 2m* QQ
dostaneme
qa = 8 = 8
m* /(2 — w?)? + (26w)? k*\/<1—“—2)2+ <2b i>2
O3 "
a pro fazi lze dostat
1- %
tan g = Re _ %

qim 2eri0

Nechdame-li si vykreslit obé zavislosti, dostivame tzv. amplitudofrekven¢ni charak-
teristiku a fazovéfrekvencni charakteristiku
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da

Qst

Z tvaru amplitudofrekvencni charakteristiky lze vidét, zZe ze situace, kdy w = 2,
dojde k rastu amplitudy nad vSechny meze. Tomuto jevu se fikd rezonance a je pro
vétsinu strojnich zafizeni Skodlivy a nebezpecny.

V praxi nedochdzi k rezonanci pfi stavu, kdy w = {2, protoZe kazda strojni soucast
ma tlumeni. Pak k rezonanci dojde pro w = {2 a rezonance uz neroste nad vSechny
meze, ale i v tomto piipadé mize nartst i o nékolik fadd. Je proto naprosto nezbytné
pii navrhu souddsti provadét analyzu vlastnich frekvenci a zjistovat pfipadné rezo-
nance.

V pripadé, Ze by mél nastat tento jev, je nutné prekonstruovat soucast a zajistit, aby
rezonancni stav byl dostate¢né daleko od stavu provozniho.

Fazovéfrekvencni charakteristika ndm udava, jaky je vztah mezi odezvou a budici
silou. Je vidét, Ze az do rezonance jsou ve fizi, v rezonanci se méni smér a téleso se
pohybuje oproti pisobici sile.

b) Buzeni nevyvahou

V kapitole o vyvazovani jsme dospéli k ndzoru, Ze 1 kdyz se vzdy snaZzime téleso
vyvazit, nikdy se to nepodafi Gplné. Pii pohybu pak na téleso plisobi odstfediva sila,
ktera je dana vztahem

2

F, = myew” sinwt

e...excentrita
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Potom je pohybovéa rovnice ve tvaru

2

m G+ b*q + k*q = myew” sinwt

Stejné jako pro harmonickou silu je amplituda vysledného kmitani komplexni veli¢ina
a jeji amplitudové a fazova charakteristika se tidi dle vztahu

myew?

da

qst

¢) Kinematické buzeni

Jedna se o dalsi technicky velice rozSiteny typ buzeni, ktery se projevuje tim, Ze
zéklad télesa se pohybuje podle néjaké Casové zavislosti, nejjednodussi dle harmo-
nické rovnice. Tento piipad je mozné modelovat pomoci nasledujiciho obrazku

u = Ugsin(mt)
-
q
k ,ﬁ
m
—
|

b

Potom mé pohybova rovnice tvar
m*G§+b"(¢g—1u)+k*(¢g—u) =0
Tato rovnice se da prevést na tvar
m*G + b ¢ + k*q = (iwb + k)uge™’
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coz je formdlné opét stejnd rovnice jako pro harmonickou silu. Zavislost poméru
amplitudy odezvy ku amplitudé€ buzeni je

2
1 (Qb,.i>
W _ \/ o

0 \/( - g—g)z + (Qbm%)z

a grafickd zdvislost je

Qo
u
° b, %0

\

d) Obecné buzeni

I kdyZ neni mozné fesit odezvu pro obecny pribéh sily v uzavieném tvaru, je mozné
pro rizné Casové okamziky ziskat odezvu. Pro tento pfipad se pouziva Dirackova
funkce, kterd je definovana dle obrazku

F

At— 0 t

Kazdou obecnou funkci je potom mozné vyjadrit jako mnoZinu po sobé jdoucich
Dirackovych impulza
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Reseni se potom provadi v néjakém ¢asovém intervalu (0, ) pomoci konvolutorniho
Diithammelova integralu

t

q(t) = /Q*(T)eé(tﬂ sinQ(t —7) dr

m*S)
0

10.4 Vzorovy priklad

Zadani: Urcete, pfi jakych frekvencich w €< wy;wo > buzeného kmitani momentem
M dle rovnice M = Mjsinwt bude kyvadlo nardZet do podpory, jestlize mame
zadanou urcitou vili v.

mnin

¢=q
NV
\_/M

NI

e
A<

- 3

-

——

-

-3

-3

-3
T

B
=

c

=

AAANNINNNNNANNNNNNNY

Zadani si miZeme ndzorn¢ predstavit na nasledujicim grafu - amplitudofrekvencni
charakteristice. Hledame frekvence, kdy dojde k tomu, ze velikost amplitudy prekroci
zadanou vuli.

vile

S~
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Rovnice pro amplitudu:

B Qo
“ w? 2 w 2
k (1—59 +(?m%)
kde plati
k* )
Oy = b,
0 m* Qo
Uréime si zobecnénou souradnici
v =q wr = (¢ a=q

Navic pro malé uhly plati

‘ x N L, L
any = ¢ = = r=¢ =45
L 2 2

Ptiklad fesSime pomoci Lagrangeovych rovnic, napiSeme si proto jednotlivé energie
a vykon

1 1 D\
By = -lw; = =I§’ Eﬁ*%ﬁzék(?>q2
1 1 /L2
ED — —bv2 = —bl’2 = §b ( 2u) q2

W = Mwy, = ¢Mjsin wt

Lagrangeova rovnice 2.druhu pro nas ptipad, obecné

d (0B 0B, OE, 0Ep oW
dt 8qi

0q 0q o4 9q;

Vypocitdme prislusné derivace

8Ek . 8Ek

— ] —(Iq) =1 —
9 ¢ = 3 (Iq) =1 9 0
OF, erUZ aED—beQ
o \2 )1 8 \2 )1
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ow
9q;

= My sinwt

Dosadime zderivované energie zp€t do rovnice (Cleny fadime od nejvyssi derivace)

L,\? L,\?
I* c’j+b<7u> q’+k<7u> qg= My sinwt
m N—— N—— Q5

b* k*

Vypocitané m*, b* a k* dosadime do rovnic na zacatku

* ﬂ2 * ﬂ2
QOZ k_: k(Q) 5 = b :b(Q)
V m* 1 2m* 21

Nakonec je nutné vysledky téchto rovnic dosadit do ptivodni rovnice pro amplitudu,
¢imz dojdeme k vlastnim frekvencim €2y a {25. (Jedna se o kvadratickou rovnici, proto

dvé)
Q5 U
qa = = —

e (-8) ()

Maximalni thel kmitu kyvadla ¢,,,,, zjistime z rovnice (pro malé uhly)

u
mar — 7 = = ¥Ymax Lu
¥ 7 U=

u

¢imz jsme prevedli zobecnénou proménnou ¢ [rad] na v [mm]
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11 KMITANI S VICE STUPNI VOLNOSTI

I kdyZ je model s jednim stupném volnosti velice dobry a d4 se na ném vysvétlit cela
rada jevi a efekti, k popisu redlnych soustav vétSinou nevystaci. V praxi vétSinou
chceme znat vice vlastnich frekvenci nez jednu a tak pouzivame modely s vice stupni
volnosti.

Nejjednodussi model soustavy s vice stupni volnosti je tento

K1 l&> ko I&> Kn-1 I&> Kn
AT WA AV W
ey [, ) O (R
b1 |_) b2 |_> b1 \_) bn

Q1 Q2 dn

Pomoci nékteré metody pro feSeni dynamiky soustav téles dostaneme n pohybovych
rovnic, které se daji zapsat pomoci maticového zédpisu ve tvaru

Mq + Bq + Kq = Q(t)

M je matice hmotnosti
B je matice tlumeni

K je matice tuhosti

q je vektor zrychleni
q je vektor rychlosti

q je vektor vychylek

Q je vektor zatizeni
Tato maticova diferencidlni rovnice popisuje obecny prfipad kmitajici soustavy s n

stupni volnosti. Tvar matice M, B a K je zcela zavisly na topologii té které dané
soustavy.
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11.1 Volné netlumené kmitani

Reseni volného netlumeného kmitani je principidlné stejné jako pro soustavu s jednim
stupném volnosti.

PrisluSna pohybova rovnice ma tvar
Mg+ Kq=0

za predpokladu, Ze pohyb bude harmonicky, 1ze feSeni predpokladat ve tvaru

q — ueiQ()t

kde u je vektor amplitud kmitani. Zrychleni je dano druhou derivaci

q = —Q2ue™’

Dosazenim do pohybové rovnice dostaneme

—Q2Mue™’ 4 Kue' = 0

a po upraveé
(K —Q*M)u =0
Soustava ma nelinearni feSeni, kdyz je zdvorka nulov4, takze musi platit

det(K — QM) = 0

Tento determinant se nazyva frekvencni charakteristika. Jeho rozvinutim dostavame
polynom n-tého fadu, jehoz feSenim je n hodnot. Tyto hodnoty predstavuji n vlastnich
uhlovych frekvenci

Qol < Q02 < ... < Qon

Prvni zavér: Soustava s n stupni volnosti ma n vlastnich thlovych frekvenci.
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Vlastni thlové frekvence Ize sestavit do tzv. spektralni matice A

Q, 0 0 0

0 Q, 0 0
A =

0 0 . 0

0 0 0

Dosadime-li nékterou konkrétni vlastni frekvenci do rovnice

(K- QM)u =0

méli bychom dostat vektor odpovidajicich amplitud. Zaruka je vSak z definice nu-
lova, takze bychom dostali vektorovy pocet feseni uy,. Z toho diivodu lze urcit pouze
vzajemné poméry prvkil ve vektoru uy

Uln @ _Upn Uln % CUnn

; :...;— anebo —; i ...;— atd.
Uln Uln Uln Uon, Uon Uon

lze tedy dostat n riznych posloupnosti, které vSechny definuji vlastni tvar kmitu.
Proto se témto tvarim fika vlastni vektory (vy,). Zvolit miZeme kterykoliv, ale prak-
ticky pfevazuje napiiklad ten, kdy je axidlni hodnost v daném vektoru 1. Rikdme, Ze
vektor normujeme. Zadame, aby platilo napiiklad:

V;‘f vp =1 Euklidovo normovani

VE Kv, =1 normovani podle matice tuhosti

VITMVH =1 normovani podle matice hmotnosti

atd.
Kmita-1i soustava v-tym tvarem kmitu, je odezva

q_n — Vnelgont
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Obecné fesent je soucet v§ech moznych vlastnich tvart kmitt

n
qn — E CTVre’LQQnt
r=1

Vlastni vektory 1ze shrnout do matice, ktera se nazyva modalni v

Ull o« o e o« o e ’l}nl
V12
vV = [V1,Va, ..., Vp] =
| U]_n o« . e o« o o vnn |

11.2 Vybuzené kmitani

Uvazujme pro jednoduchost buzeni harmonickou silou, kdy pohybova rovnice bude
mit tvar

Mg + Bq + Kq = Q(t) = Qoe™’
Obecné feseni je
qd=dn +Qqp

zabyvejme se déle jen ustalenym feSenim, tj. partikularni casti, kterému bude od-
povidat feSeni ve tvaru

qp = Se

Udélame prvni 1 druhou derivaci a dosadime do pohybové rovnice a po Upravach
dostaneme

(K — w’M + iwB)S = Qo
Z této rovnice lze ziskat zdvislost amplitudy S
S = (K — w’M + iwB)Qq

Tato amplituda je opét Casto komplexni, stejné jako v pripadé kmitani s jednim
stupném volnosti a taktéZ miZeme urcit amplitudu a fazi.
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Zavislost obou na vlastni frekvenci se opét nazyva amplitudofrekvencni charakteris-
tika a fazovéfrekvencni charakteristika.

Jejich pribéh je nasledujici

da

0
O !
S
|
|
Tl
2
0 ®

12 UVOD DO NELINEARNIHO KMITANI

Lineérni teorie kmitani sice dokaZe popsat mnohé jevy, které se u kmitajicich soustav
vyskytuji, jeji omezeni na ,jmalé kmity*“ vSak nékdy mohou byt znané limitujici.
V takovych ptipadech je tfeba doplnit soustavu diferencidlnich rovnic o nelinearni
Cleny, které modeluji nelinearni jevy a Cleny.

Nelinearni soustavu lze charakterizovat jako mechanickou soustavu, kterd obsahuje
alespon jeden prvek, ktery ma charakteristiku popsanou nelinearni zavislosti silovych
a kinematickych (deformacnich) velicin.

Nelinearita mtize mit (a vétSinou i md) vliv na chovani celé soustavy. Lze tedy vyvo-
dit nasledujici zavéry:

e Nelinedrni kmitani vede na nelinedrni diferencidlni rovnice

e Priirfeseni nelinedarnich diferencidlnich rovnic neplati princip superpozice a vSechny

z néj vyplyvajici zavéry.
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Nejjednodussi model nelinedrni soustavy je

Q(t)

f(9,9.1)

Da se popsat nelinearni diferencialni rovnici
mg + f(q,4,t) = Q(t)

Nelineéarni slozka se da formalné piepsat do tvaru f(q, ¢,t)q a pak je pohybova rov-
nice ve tvaru

mg+ f(¢,4,t)g = Q(t)
Chceme-li fesit otazku vlastnich frekvenci, sta¢i nim homogenni rovnice
mg + f(q,¢,t)g =0
Tuto rovnici normalizujeme

pak Q(Z) _ f<Q7 Q7 t)
m

je zavisla na vychylce.
Plati: Vlastni frekvence u nelinedarnich soustav jsou zavislé na vychylce kmiténi.

Obecné jsou dva mozné prubéhy zavislosti vlastnich frekvenci na vychylce

da méknouci a1 tuhnouci

Qo ® Qo [0

Zavislostem se fik4 skeletové kfivky. Jsou bud méknouci (degresivni) nebo tuhnouci
(progresivni).
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12.1 Priblizné metody reseni nelinearnich pohybovych rovnic
12.1.1 Rozvoj do Taylorovy rady

Pfi této metodé predpokladame, Ze nelinearni funkce je zavisla pouze na vychylce g,
nebo na jiném parametru, ale jen na jednom.

Potom muzeme tuto funkci prevést do Taylorova rozvoje
1
fa) = f(a) + )z = a) + 5 f"(a) (@ = a)" + ...
kde a je bod, v jehoz okoli chceme linearizovat dané nelinearity.

Potom vezmeme jen prvni dva €leny fady, ¢imz ziskdme linedrni zavislost
/
flg) = fla) + f(a)(x — a)
¢imz jsme prevedli nelinearni problém na linearni.

Metoda je pouZitelna za predpokladu, Ze dand nelinearita ma derivaci.

12.1.2 Metoda primé linearizace

Tato metoda vyZaduje, aby nelinedrni charakteristiky byly analytickymi funkcemi
svych parametru.

Pfi linearizaci minimalizujeme rozdil mezi skeletovym pribéhem nelinedrni charak-
teristiky fx(q) a jeji linearni ndhradou f*(¢q) = k*q jako minimum stfednich kvad-
ratickych odchylek ptredrozdilovych amplitud < —A; A >. Hledam tedy minimum

integralu

A
I= [ (fn(g) —k*q)*dgq
/

kde £* je hledany parametr.

Minimum integralu v zdvislosti na parametru k£* urcuje podminka
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COZ je

A
a * \2 _
e /(fN(Q) —k'q)"dg=0
—A
A k'kq
fn(q)
min
A

/ -A A

12.1.3 Metoda ekvivalentni linearizace

Jedna se o jednu z nejpouzivanéjSich metod v technickych aplikacich.
Predpokladejme, Ze soustava o 1° volnosti je popsana nelinedrni rovnici

mg +bq + kq+ f(q,q) = Fycoswt

Predpokladame trvalé nelinearity, coZ znamend, Ze feSeni pohybové rovnice bude

blizké feSeni linearnimu
q(t) = Acos(wt — 1)
q(t) = —wAsin(wt — )

Veli¢iny A a v nejsou konstantni, ale méni se béhem periody. Provedeme zprimérovani
hodnot A a ¢ vzhledem k periodé pohybu. Dosadime feseni ¢(¢) do nelinearni funkce
f(q,q) a tu rozvineme do Furierovy fady. Zanedbame absolutni a vSechny slozky
kromé prvnich a dostaneme

f(q,q) = Uy cos(wt — ) 4+ Vi sin(wt — 1)
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dale se da vyjadrit, ze

(t)

cos(wt — ) = —= sin(wt — ¢) = —~

a pak

Q(t) - keq + beq

A
U W
f(q,CJ)—Aq

+ —wA

kde k. a b, jsou tzv. ekvivalentni linearizovand tuhost a ekvivalentni linearizované
tlumené. Konstanty U; a V; 1ze spocitat z Furierovy fady.

2
U1 _

ke = i 7TA/f(q,q)cos(wt V) dwt

0
v i
_ - N\ _
be = — 7TAw/f(q,q) sin(wt — ¢) dwt
0

potom je pohybova rovnice ve tvaru

mg+ (b+be(A))g+ (k+ ke(A))qg = Fycoswt —

12.2 Prechodové charakteristiky

Prechodové charakteristiky jsou kiivky, které modeluji déje pfi prechodu rezonanc¢nich
vrchold. Obecné mohou nastat dva pripady prechodu rezonancnich vrcholi - rychly
pfechod a pomaly prechod.

Amplitudofrekvencni zavislost se vytvori tak, Zze dojde k obaleni skeletové kiivky.

Jednim z pfikladu je i nasledujici:

da qa
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Pomaly prechod pfes rezonanci

a) Narust b) Pokles

aa da

Mezi body w4 a wp vznikd tzv. pasmo nestability. Je to oblast, kde nelze dopredu
predikovat pocet feSeni ani které z moznych feSeni se vyskytne, viz obrazek

pasmo
nestability

da

Rychly ptfechod pfes rezonanci

a) Narust b) Pokles

da da

Pfi rychlém prechodu pres rezonanci se sniZzi maximdalni dosaZzend amplituda, ale
objevi se vSak ale parazitni rezonance, a to bud’ za rezonanci nebo pied rezonanci.

84



Rezonance vétsi nez zakladni rezonance se nazyvaji ultraharmonické rezonance a
jsou vétSinou celoCiselnym ndsobkem zdkladni rezonance (2x, 3x, ...).

Rezonance mensi neZ zdkladni rezonance se nazyvaji subharmonické rezonance a
jsou vétSinou celo¢iselnym podilem zakladni rezonance (3X, 3X, ...).

13 RAZ TELES

13.1 Primy centralni raz

Pro ptimy centrélni raz plati, Ze vektory rychlosti pfed rdzem i1 po rdzu leZi na spojnici
t&Zist obou t&les

mjy my
Vi -1:1 1:2 Vao
Rozeznavame dvé faze razu:
1. faze: zacina kontaktem téles a konc¢i v okamziku,
kdy se obé¢ télesa pohybuji stejnou rychlosti
2. faze: zaCina v okamziku, kdy maji obé t€lesa stejnou
rychlost a kon¢i v okamziku jejich oddé€leni
Grafické zndzornéni
I. faze I1. faze
—
— — V.
V1o V20 ° 71 T72
V10 > Voo Vo > Vi

Obecné musi platit
V1g > Vs > N

Vg < Vg < V9
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1. faze

Cilem je ziskat v

Uvolnime télesa v kontaktu

Pro dvé télesa musi platit 1. impulsova véta

t
1. téleso /FR dt:Hl—Hozml(’Ulo—’US)

0
t

2. téleso /FR dt = Hy — Hy = mo(vs — v9p)
0

z toho
M1 + Mav2g

my + my

mi(vip — vs) = ma(vs —v99) = U

II. faze - restituce téles

Béhem této faze se télesa snazi zaujmout svij pavodni tvar. Podle typu materialu
téles rozliSujeme tii typy:

1. Elasticky

2. Elasticko-plasticky

3. Plasticky

Grafickou zavislost udava razovy diagram

Fr

_.-konec 1.faze — zacatek I1.faze

I.faze

I1.faze

y v=0
3
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Koeficient restituce -

Vyjadfuje miru deformace télesa. Je definovan pro konkrétni dva materialy jako

_ AH>  rozdil hybnosti v II. fézi (0=1)
1= AH,  rozdil hybnosti v I. fdzi )

Experimentalni stanoveni

Predstavme si napiiklad micek, ktery upustime na podlahu a pozorujeme, jak vy-
soko micek po narazu na zem vyskoci. Hmotnosti zddného z téles se po celou dobu
experimentu neméni.

my
- N
k I/ \ Mz ==
\ /
ho N o /
h;
V10 Vi
V112412114

mo

Predpokladame, Ze ve vySce hg a hy se téleso m; nepohybuje, tedy Ze ma nulovou
pocateni a koncovou rychlost. Dédle predpokladame, Ze téleso ms mélo nulovou
pocatecni rychlost a ze se na zdklad€ msy > m; po ndrazu také nepohybovalo. Z
toho plyne, Ze v naSem piipadé je v = 0 a Ze plati

AH, mivy — MqUs myivy — 0 miv; U1

fy = = = = =
AHy  mavs —myavyy 0 —mavyy —myvig —Vio

Znaménko minus u vy znaci jen opacny smér rychlosti. Pak 1ze napsat

U1
Y=
V10

Dopadova a odrazova rychlost télesa m;
v10 =/ 2ghg v = /29l

Findlni ziskani v z poméru vysek




13.2 Neprimy raz

_.~pro tecny smér

n: wvip, = V10 COS a1 0= ma (UloT — UST)
U9, = U0 COS (X2 0 = mo(vs, — v, )
T: V10, = VipSin oy — V te€ném sméru se rychlosti neméni!

V20, = V20 sin (%)

V normélovém sméru je situace stejna jako pro pfimy centralni raz.

13.3 Stred razu

Tato teorie vyplyva z teorie razu rotujiciho télesa na nerotujici

\ 010, I4 T m; Fr
) >
A

-
EANPA

y7111074

L

Translaéni pohyb télesa ¢.2 prevedeme na rotaéni pohyb bodového télesa pomoci
vztahi
2
Iy = map Vg = WaoP Vg = wap

pomoci 2. impulsové véty dostaneme zavislost w; a v9

Liwig + map**2
wi = (1+v) It Y1W10
Liwy + mop?te
() 1W10 2P,
wy =—= (14 — YaW20
% ( ) I + mop?
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Uvolnime-li téleso €.1, dostane ve vazbé dvé na sebe kolmé sily. Nasi snahou je, aby
jeji norméalova slozka byla nulova.

- EAH - 0 —
FAr N FR

Opét pouzijeme 2. impulsovou vétu (1 téleso)

t

/(FAn + FR) dt = Il(wl() — wl)

0
t

/FR dt = mQ(UQ — UQ())
0

Dosazenim dostaneme

t

/FAn dt + mg(vg — UQ()) = Il(wm — wl)
0

Dosazenim a upravou dostaneme

t
/ Fu dt =270 0y ) (1 — malp)
—_——
0

\[1—{—(,02]?2 B -
—_—— ;’0 N
—0
I
L—mlp=0 = p=—L
mll

Vzdélenosti p se ika stied rdzu a do této vzdalenosti se umistuje uloZeni.

14 EXPERIMENT

14.1 Meérici retézec
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e Snimac: pfevadi mechanicky pohyb na nékterou zaznamenatelnou veli¢inu
e Zesilovac: zvétSuje amplitudu a transformuje fazi

e A/D ptevodnik: digitalizuje data pomoci dané vzorkovaci frekvence

14.2 Snimace

Délime dle mnohych kriterii:

1. dle napgjeni
a) pasivni - je nutny zdroj el. energie pro ¢innost snimace
b) aktivni - neni nutny zdroj el. energie pro ¢innost snimace

2. dle upevnéni

a) kontaktni - je pevné spojen s méfenym objektem
b) bezkontaktni - neni pevné spojen s mérenym objektem

3. dle métené veliCiny

a) absolutni
b) relativni

14.2.1 Typy snimacu

1) Piezokrystalicky
Priméarni elektrickd veli¢ina je ndboj, tomu odpovida mechanicka velicina zrychleni.
Snimac je absolutni, kontaktni a aktivni.

Matematicky model:
- soustava s jednim stupném volnosti

X m ... seizmicka hmota

V7774

| k
= mi+kr=0 = Qy=1/—
m
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XA

pracovni oblast

2) Induktancni

Primérni elektrickd veliCina je napéti, jemuz odpovidd mechanicka veli¢ina posuv.
Snimac je relativni, pasivni a bezkontaktni. Pracuje na principu vitivych proudi; z
tohoto diivodu musi byt plocha proti snimaci magneticka.

3) Induk¢ni

Primarni elektricka veli¢ina je magnetickd indukce, cemuz odpovida mechanicka
veliCina rychlost. Snimac je kontaktni, aktivni a absolutni. Pracuje na principu mag-
netické indukce, kdy dochdzi k pohybu jadra v civce a tim 1 k indukovani proudu.

4) Kapacitni

Primérni elektricka veli¢ina je kapacita, tomu odpovidd mechanicka veli¢ina posuv.
Je to snimac kontaktni, pasivni a absolutni. Pracuje na principu deskového kon-
denzétoru. Je vSak priliS citlivy na malém rozsahu a proto se pfiliS nepouziva.

5) Tenzometricky

Priméarni elektricka velicina je odpor (zména odporu), cemuz odpovida mechanickd
veliCina pretvoreni. Snimac je kontaktni, relativni a pasivni. Snimac vyuzivi jevu, Ze
se zménou profilu dratku méni odpor. Plati vztah:

AR

R

Zména odporu je mald a proto se pro méfeni pouziva tzv. Wheatstonliv miistek

ke
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