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3,0, Okam¥ité stiedy otd¥eni, poly, stfedy kiivosii

PFiklad 12,

Urdete pol Py, StyfElenného mechanizmu zndzornéného ne obr. 12.

Redeni:

Bz0s 3 _ €=0ay Bod télesa, ktery md v daném
okamZiku nulovou rychlost se
‘nazyvé pol pohybu nebo okamii-
+¥ stfed otdieni.

Pro urfeni polu P31 mec?anizmu
na obr. 12, pouZijeme polovou
vitu {rozklad pohybi)., Pro

pol Py, platd

31 =32 4+ 21
31 =34 + 4

8len 2 vzhledem k¥ &lemu 1 (ré-
mu), kond rotadni pohyb kolem
bodu A, Bod A Je tedy okamZi-
tym stfedem otdeni On 4
{rychlost Vo4 Je nulovd).

$len 3 vzhledem k ¥lenu 2 kond rota¥ni pohyb kolem bodu B, bod B je tedy okamZi-
tym sgifedem otdZeni 03 (rychlost vyp Je v bodd B nulové).

Podobné bychom mohll definovat pohyby 3:4 a 4:1, pfl nich¥ bod 01034 g hod
41° . .

Z prvni rovnice polové véty {rozkladu pohybd) vyplyvd, Ze pol P34 leii na
spojnici okemZitych stfedd otd3eni O 2 & Onqe ?odle druhé rovnice P31 le?i na
spojinici okemZfityehk stFedl otddent O34» 044+ Pol Py, tedy le¥i v prisediku téchto
primek.

Hledany pol je mo¥né urdit té% z dvehy, %e "pol lei{ v prisefiku normdl",
V nefem piiklad® bod B leZi na &lemu 3, ale t4% na Slenu 2. P¥L pohybu 31 tento
bod opisuje kruZnici se stFedem v bod& A, Spojnice boal A,B Je jednou normdlou.
Druhou normélu urdime stejnou tdvahou. Bod ¢ leZi na &lenu 3, ale téZ na &lenu 4,
pii pohybu 31 tedy opisuje kruZnici kolem bodu D. Spojnice bodd C,D je druhou
normélou. Pol P34 leZi v Jejich prisediiu.

Obr, 12

P¥iklad 13.

Vyhledejte poly P34» By, exenirického klikového mechanizmu schematicky zné-
zornéného ne obr. 13.

Redeni:
Hledané poly nejdiive urdime pouZitim polové vity. Pro pol P31 plati

31 = 32 + 21
31 = 34 + 1
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a pro pol P42

42 = 41 + 12
42 = 43 + 32

Bed A je totoZny s okamZitym atPedem otddeni 021, bod B= 032, bod C= 034. Pohyb
41 Je posuvmy¥, okemZity stfed otd¥enf 041 leZi v nekoneénu na kolmici k vedeni
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Obr, 13
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- Obr. 13.1

pistu {pohyb 41), proché-
zejfei bodem C. Jedna’
p¥imia, na ni% leZ{i pol
P31,prochézi atfedy otd-
Seni 0354 Opq, druhd
s?fedy otddeni 0-4, 041.
Fol P31 leii v Jejich
prisediku,
Podobné pol Pyo leii v
prisediku p¥imek prochd-
zejicieh stiedy otddeni
032, 034 a 021, 041.

ohnu je moiné Fe-
8it té% z dvahy, Ze pol
lezi v prisediku p¥F{slud-
nych normdl. P¥L pohybu
31 bod B kond pohyb po
kruZnici se stfedem v
bod& A, bod C posuwny
pohyb se st¥edem v ne-
vlastnim bod&, Spojnice
bodl 4, € tvo¥i jednu
normdlu, spojnice bodu
C 3 nevlastnim bodem
druhou normélu, pol Py,
e tedy v jejich prise-
Eiln,

Pro uréeni polu Pyos
je vhodné, pro lepii
pfedstavu, uvolnit &len
1 & Jako rdm povaZovat
glern 2, obr. 13.1. Bod C
pil pohybu 42 konid pohybd
po kruZnici se stfedem
v bodé B, spojnice t&ch-
to bodd tveFi jednu nor-
mdlu, Ur&eni druhé normd-
ly je pondkud sloZit&jii.
Uréime ji z obdlkové vé-
ty, kterd Pikd, Ze "gtied

kiivosti obdlky je stiiPedem kFivosti trajektorie, atfedu k¥ivosti vitvarné k¥ivky",
Clen 1 p¥i pohybu 42 obaluje krudnici (vytvd¥i ob&lku) se stiedem v bodd A. Vi
tvarnou k¥ivkou je p¥imka se st¥edem k¥ivosti v nekonednu, ktery leZi na kolmict
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na &len 1. Protode atPed k¥ivosti obdlky & st¥ed kFivosti vytvarné k¥ivky leZi na
jedné pPimce (normdle), je touto dvahou urdena druhd normdla. Pato normila prochd-
zi bodem A a Je kolmd na len 1. Pol Pyo lez{ v prisediku téchto normdl.

-

PHiklad 14.

Urdete poly P51, Poq Beatidlennédho mechanizmu schematicky zndzorné&ného na
obr. 14.

Obr. 14 Y

ReZeni:

K urdenf{ hledanych pold je vyhodné pousit polové véty - roszkladu pohybi.
Nejprve &l v obrdzku oznadime zndmé okamZité siFedy otdfend Onys 032, 052, Ogg»

064’ 034, 041. Nyni napiSeme rozklad nap¥. pro pohyb 51, ktery rozloZime ns dva
soudasné pohyby. Plati

51 = 52 + 21
51 = 54 + 41

¥ tomto rozkladu neznéme pol P54, proto provedeme del3f rozklad

54 = 52 + 24
54 = 56 + 64



29

zde nezndme pdl P24. dslii rozklad bude

24 = 21 + 14
24 = 23 + 34

Okamzité sti’*edy otddeni 021, Oy 49 23, 34 zndme, proto miZeme sestrojit pol P24.
PouZitim polu 1’24 stanovime pol Pry 8 ddla pol P51.
Nyni napifeme dve rozklady pro pol P61

61 = 64 + 41
61 = 62 + 21

Nezndme pol Pras Proto daldi rozklad bude

62 = 65 + 52
62 = 64 + 42

OkamZité gtifedy otdleni 065' 052, 064’ 42 zgndme, miZeme tedy sestrojit pol P62
a dale pol P61

PPixlad 15.

Uréete st¥ed k¥ivosti dréhy bodu E dtyFélenndého Etyrkloudového mechanizmu,
schematicky zndzornéného na obr. 15.

T wr )
ReSeni:

Bod B le%f na &lenu 3, ktery vzhledem k rdmu (&lenu 1) vykondvd obecny po-
hyb. Bod E neni spoledny¥ ani s télesem 2 ani s télesem 4, proto pro urdeni jeho
gt¥edu k¥ivosti pouZijeme Bobillierown konstrukel. K tomu potfebujeme na t€lese
3 zndt dva boedy & stPedy kiivostli jejich drah. Jednim 2z téchto bodd je bod B,
ktery leZii soudasné na télese 2, jeni kons rotadni pohyb kolem bodu A, takie bod
A Je totoZny se st¥edem kiivostli trajektorie bodu B (A=S3 ), druby je bod € u né-
ho analogicky D=S,. Spojnice bodl B, Sp Je tedy norméla bodu B (np} a spojnice
todd C, Sc Je nge V prisediku téchto normél le¥i pol P31, ktery je jednim z bodd
osy kolineace opn. Drubhfm bodem osy kolinesce je prisefik spojnice bodd B,C a je-
jich at¥edl k¥ivosti traejektorii Sgs Sg, na obr, 15 bod K. {KaZdé dvojilci bodd
obecnd pFisludi jind oss kolineace). .

Nyni pouZijeme Bobillierovu v&tu, kterd Fikéd ™ihel, ktery avird normdla tra-
jektorie jednoho bedu = osou kolineace je stejny jako thel, ¥tery svird normdle
trejektorie druhého bodu s teZnou. Tyto Uhly méfeny od normdl jsou opadného smy -
slu”, V nadem pPikladu, dhel od normdly np k ose opq pPenesene v opatném smyslu
od normaly Rgs Eim% obdrZime tednu polodii t31.

Pdle na t8lese 3 vezmeme Jjinou dvojici bodl, =z nichf Jeden je bod u kterého
hleddme st¥ed kPivosti, t.j. bod E a druby je bod u kiterdho zndme gtfed kFivosti.
V nzden pi¥iklmdu druhy bod mife bFt bod B nebo C, Zvolime évojici bodl naph. C,E.
Poufitim uvedené Bobillierovy véty sestrojime osu kolineace ocE bodlt ¢, E. Plati,
thel, ktery svird normila n, bodu € s telnou 54 Je gtejny jako dhel, ktery svird
norméls np bodu E s osou kolineace 0qp, ale ¥ opaéném smyslu. Nyni na ose Ocp
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uriime bod L o ném¥ plati (obdobnd jako ¢ bodu X lezicim ne ose OBG)' Ze leii v
prisediku pPisludnych bodld a jejich stfedd k¥ivesti. Spojnice bedd ¢, E vytne na
o8¢ Onp bod L, ktery spojime se stfedem kFivosti trajektorie Sge V prisediku

apojnice LS, a normily ng leZi stied k¥ivosti trajektorie S

E

Obr. 15.1

EC

Pozndmka:

Rovinnou soustavu zndzorné-
nou schematicky na obr. 15,
miZeme kinematicky povaZo-
vat za okemZity ndhradni
mechanizmus pro pohyb t&le-
sa zobrazeného ne obr. 15.1.
Urdeni mtiedu k¥ivosti tra-
jektorie bodu E je tedy
gtejné jako v pi{kladu na
obr. 15.
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Prixlad 16.

Urdete stfed k¥ivostli trajektorie bodu C télesa, schematicky znézorninédho
na obr. 16. Bod B télesa se pohybuje po piimce & bod A po kru¥nici.

i

Redeni:

provedeme Bobillierovou konstrukci. Postup Pefieni tohoto piikladu strutnd
shrneme: '
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Obr. 16

a) na télege, obr. 16, na ndém¥ le?i bod C nejdeme dva body a atFedy k¥ivosti je-
jich drah. Temito body Jsou; bod A, JehoZ st¥ed kFivosti trajektorie je ve
gtfedu kruinice Sy, 8 bod B, ktery se pohybuje po pFimee a stfed k¥ivesti jeho
trajektorie je v nevlaeinim bodd Spe,.

b) sestrojime osu kolineace o,p bodi A, B. Jeden jeji bod je pol Py, (priselik
normdl n,, nB). druhy je bod K, ktery obdrZime jako prisedik spojnice bodl
A, Ba SA' SB'

¢) sestrojime tefnu k pololdém t (normdla n, avird s osou 0,3 stejny 1dhel jako
svird norméla ny & tednou, ale v opadném smyslu),

d) nakreslime osu kolineace opg, {normdls np svird s tednou t stejny Uhel jako
gvird normfls n; & oscu kolinesce ogy, @le v opadném emyslu).
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e) uréime st¥ed k¥ivosti trajektorie 8¢q {apojnice bodd B,C vytne ns oae kolineace
opg bod L, ktery epojime se stFedem kiivosti Sges & v prisediku s normdlou N
obdrZime Sq).

Pozndmka s

-

Klikovy mechanizmus na obr, 16.1 miZeme povadovet za ndhredni mechanizmus
pro kinematické FeSeni p¥ikledu na obr. 16. Stanoveni stifedu k¥ivosti trajekiorie
bedu C klikového mechanizmu je shodné s popaanym Fefenim v p¥. 16.

c A
3
2 B 4
Y/ L Sa
2 2 g n,
Obr. 16.1

PFiklagd 17.

Urdete stfed kfivosti trajektorie bodu C mechanizmu schemzticky zndzornéné-
ko ne obr. 17.

Reseni:

provedeme Bobillierovou konatrukei. Bod € leZi na t8lese 3, p#i Zemf po-

hyb 31 je obecny. Postup Fedfeni strudné shrneme:

a) na té€lese 3 najdeme dva body a stiedy k¥ivosti jejich drah. Jeden bod je 4,
ktery soufasnd leZi na télese 2 jenZ kond posuvmy pohyb (vi¥i t¥lesu 1), 8, le
v nevlastnim bodé, druhy bod je B, leZici soufasné na tZlepe 4, pohyb 41 je
roveéZ posuvny, takie Sy je takd nevlastnim bodem.

b) sestrojime osu kolineace 0,5 bodl 4, B. Jeden z bodl osy kolineece je pol P
lezici v prisedilu normdl n,, Dy, druhym bodem je nevlastai bod, ktery lefi
v prisedilu spojnice bodd A, B a Spe0 s Spoae

¢) sestrolime tednu k poloiddm t31, pro niZ plati, Ze thel mezi normilou n, a
osou kolineace o,p Je stejny jako dhel mezi normdlou ng a tednon t31, ihly ma-
ji opadné smysly.

d) urdime osu kelineace Onc bodd B, ¢, normdla g svird s tednou t31 stejnF thel
jake norméls n,; 8 osou kolineace ogn, ale v opadéném =myslu.

e) urdime stPed k¥ivosti trajektorie 8g. Spojnice bedd B, C protae osu kolineace
opo v bodé L, tento bod spojime se stredem k¥ivosti trajektorie Sp. 2 v pri-
seif{ku s normilou n, obdriime Sy,

31

Pozndmira ;

Mechanizmus na obr. 17 miZeme lkinematicky povaZfovat ze ndhradni meechanizmus
pro pohyb tdlese ns obr. 17.1. Urdeni stFedu kiivoati Sc je shodné,
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4,0, PFimé metody Fedeni rychlosti

PF{klad 18.

Urdete graficky ryckhlost pistu (bedu C) klikového mechenizmu schematicky
znizornéného na obr. 18. Pro Fedeni poufijte p¥imou metodu. Je ddne idhlovd
rychlost w,, .

Obr. 18

Re¥eni:

Bod C, Jehof rychlost hleddme, le%i na td3lese 3. Pro pouZiti piimé metody
je nutné, abychom znali rychlost aspon jednoho bodu tohoto t¥lesa., Je ddna dhlo-
v rychlost t3lesa 2 (pohyb 21 je rotadni) to znamend, ¥e miZeme vypoditat rych-
lost jakéhokoliv bodu na tomto t&lese. Spojeni t&les 2 a 3 je vytvoPeno kloubem,
bod B je spoledny obéma t8lesim. Pro tento bvod plati

‘rB - Cd)z‘,o AB
Urdeni rychlosti bodu C ve zvoleném md¥itku provedeme t¥emi na mobé nezdvislymi
nmetodami,

ReBeni tuhosti dsedky, obr. 19;1.

Tuto metodu miZeme pou¥it tehdy, jestlife uvaZované body p¥Fi pohybu t€lesge
{mechanizmu) neméni avojl vzddlenost - tvo¥i tuhou tasedku. Potom plati, Ze pravo-
dhlé priméty rychlosti 4o apojnice téchto bodl jeou stejné. V nasem piikled® body

Obr. 18.1
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B, C le#i ne télese 3 a jejich apojnice tvoXi tuhou Uselku. Pravouhly primét
rychlosti ;;' bodu B, do spojnice tdchio bodll, je stejny Jjako pravoihly primét
rychloati ?Ep bodu C. Bod C je spoledny pro td3lesa 3 a 4. T3leso 4 (pist) kond
posuvny pohyb, zndme tedy smér rychlosti hodu C.

ReSeni pootodenim rychlosti, obr. 18.2.

V principu se jednd o metodu ituhosti lsedky, eviak pracujeme s pootodenymi
rychlosimi. Tyto pootoSené rychlosti budeme znadit 3drkou ¥
Rychlost bodu B pootoSime v libovolném smyslu o 90%t.zmn. do normdly. Koncovyim bo-
dem pootodené rychlosti @% vedeme rovnobéZku se spojnici bead B,C (tubou lge&kou},
kterd na normdle bodu C vytne pootodenou rychlost 5%.

B
V8
w C
DRSS g 17
A _ K
- - B - !
; ; /
//
/ —
ne % ///
Ng
Obr. 18.2

Otodenim rychlosti ;% o 90° v opa¥ném smyslu, ne? byla otoSens rychlost ?;,

obdriime rychlost ;E beodu C.

ReSenf{ pousitim okam¥itého st¥edu oté&eni (metoda zornyeh dhll), obr.18.3.

Pro Fefeni rychlosti sl pohyb 31, ktery je rovinny obecny, miZeme nahradit
pohybem roteinim se st¥edem rotace v okem¥itém st¥edu otddeni, polu P31. To zna-
mend, %e vdechny body tdlega 3 pro danou {okamZitou) polohu rotuji kolem osy
kolmé na rovinu pohybu a prochdzejici polem. Spojnice 1ibovolného bodu tdlesa s
polem tvo¥i normélu tohoto bodgﬁa jeho rychlost je na normélgbkolmé. ProtoZe pla-
ti ?; = ;;13 = ;;13 {rychlost Vo4 bodu B je rovna rychlostl v4, bodu B} & ddle

V18

8 dy = BP
31

= Wy

dhel cg,je pro vSechny body t&lesa 3 stejny a ndkdy se nazyvd zorny ivdhel. (Jjiny-
mi slovy je mo¥né Ficl: rychlosti viech bodd télesa jsou pod steinym zornym
Ghlem, ) . _

Rychlost bodu C na obr. 18.3 uréime touto metodou nédsledovnd. Nakreslime
v mé¥itku rychlost §§1 bodu B t.j. rychlost ?;, spojime koncovy bod této rych-
losti s polem P31, ktery le¥fi v prisediku normdl bodl B,C, Efmf ziskdme tdhel 4;.
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QObr. 1803

0d normily bodu C naneseme ve stejném smyslu idhel J;¢a nae kolmici k normdle vziy~
Zend v bodé C obdriime rychlost ?E.

PPiklad 19.

Ordete rychlost bodu B télesa, sndzorniného ne odr, 19, jehoi bod A se po-
gouvd rychlosti ?1. B

Obr, 19

Refieni:
7 cviinfeh dtvodd provedeme YeSeni postupnd jiZ uvedenymi t¥emi pFimymi me~-
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todami.
ReSeni tuhosti lsedky, obr. 19.1.

Tuhon Wsedku tvorl gspojnice bodl A,B. Rychlost vh promitneme do spojnice
téchto bodl & obdriime vA s Btejnou rychloat vB musi mit bod B. Skutednéd rychlost
bedu B Je kolmd ne normdlu ny (spojnici bodn B & polem P).
8P

",

Na,

Obr. 19.1

Refeni pootofenim rychlosti, obr. 19.2.

Rychloat ‘71 oto¥fme o 90°, &imE obdriime pootodenou rychlost w,. Koncovim
bodem rychlosti vh vedeme rovnobdZku ase spojnicl boddl A,B (tubou dmefkou), kterd
ne normile np vytne pootodenou rychlost vb Otodendm této rychlosti o 90° v opad-
nén smyslu obdrZime v¥slednou rychlost VB bodu B.

Refeni pouZitim okamZitého stPedu otddeni, obr., 19.3.

Sestrojime pol P, ktery spojime s koncovym bodem rychlosti ;;. Uhel é\
mezi normilou n, a touto sp&hnici, pFeneseme od normély bodu B, Jeho druhé rame-
no vyt{nd na kolmici vztySené v bedé B rychlost Ve
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PFikled 20,

VySet¥ete rychlostl bodd C a E obracele sena, jeho¥ mechanizmus je schema-
ticky zndzorn¥n na obr, 20. Je ddna thlovd rychlost coy,.

Redeni:

Body C a E leZi na td¥lese 3, jen¥ kond obecny rovinny pohyb. Ze znédmé thlo-
vé rychlosti w,, vypofteme rychlost bodu B, ktery leZf sou¥asnd ne t¥lesech 2 a
3, Plati

Vo = oo, AB
ReSeni provedeme postupnd jiz uvedenymi pFimymi metodemi.

Redeni tuhosti dsedky, obr. 20.1.

Pro urdeni rychlosti bedu ¢ je tuhou Gselkou spojnice bodl B,C, vyalednd
rychlost je kolmé ne &len 4 (normdlu bodu C). Pro urdeni rychlosti bodu E je tu-
hou dsedkou spojnice bodld B,E, vislednd rychlost Je kolmd na normdlu ng (spojni-
¢ce bodu E 8 podlem P31).

Obr. 20.1
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ReSen{ pootoSenim rychlosti, obr., 20.2.

Rychlost ?; otodime o 90° & koncovym bodem poatodend rychlosti ;; vedeme
rowmob&Zku se spojniei bodd B, a déle se spojnici bodd B,E. Ne normdldch Oy, Dy
obdriime pootolené rychlostl ?E. +. Vysledné rychlosti ?%. ?% jsou otodeny o 90°

Obr. 20-2

Redeni poufitim okam¥itého stibedu otddenf, obr. 20.3.

Koncovy bod rychlosti ?% spojime s polem Pyqs &imZ obdriime dhel 3&,.
Tento pPeneszeme 0d normél bodldl C & E & na kolmicich normdl obdrZime rychloati FE,
5 en
Voo
E

Obr. 20.3
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5.0. Grafické metody FeSeni rychloati a zrychleni

5.1. Reden{ zdkladnim rozkladem pohybu

Pi{klad 21,

Urdete graficky rychlest a zrychleni bodu B t&lesa na obr. 21, které je vé-
zdno tak, Ze mi jeden atupen volnosati. Bod A télesm se pohybuje po kru¥nicti k2
rychlost{ ¥, Vs zrychlenim a&, bod B po kruinici k.

o+

ReSend:

provedeme metodou zdkladniho rozkladu. Tato metode neni univerzdlni. Pii
FeSen{ pohybu t&lesa nebo rovinné soustavy Ji miZeme pouZit kdyf na FeSeném t¥le-
se zndme t.zv. referendni bod, Referendni bod je libovolnF bod t8lesa u kierého
zndme kinematické velidiny, t.Jj. rychlost a zrychlemni. Princip metody zdkladniho
rozkladu spolivd v tom, %e roviany pohyb t&lesa rozloZfme na dva soudasné pohyby,
pfi femZ undSivy pohyb je posuvny a relativni rotadni kolem referendniho bodu.

Obr. 21

V nadep piikladu za referendni bod miiZeme povaZovat bod A. Abychom mohli urlit
grychleni je nutné nejd¥ive vyFedit rychloati. Plati rozklad

BtV

Provedsme rozhor rovnice. U rychlosti v zndme smér i velikost, proto symbel vA
podtrhneme 8ipkou. Relativni pohybh je rotacn1, je to pohyb bodu B vzhledem k re-~
feren#nimu bodu A, zndme tedy nositelku p¥isludné rychlosii {kolmice na spejnieci
AB), symbol vBA podtrhneme. Pohyb bodu B je po kruZnieci k2 ghdme nositellu ry-
¢hlosti, a proto symbol vB podtrhneme., V rovaici jsou jen dvé skaldrni nezndmé
(velikosti rychloati VB’ VBA)' miZeme ve zvoleném mEFitku sestrojit trojuhelnik
rychlosti (obr., 21). _

Ddle napileme rovnicl pro zrychleni, Plati
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P¥{ rozboru rovnice pro zrychleni postupujeme obdobng jako u ryehlosti s tim roz-
dilem, ¥e kaZdé nesgndmé zrychleni uvafujeme zvld3t ve sloZce normdlové a tedné.
Rovnici tedy ptepifeme do tvaru

&g = 8py t+ 8
/A AN -
2 & n %

Zrychleni bodu A je ddno, zndme nositelku i velikost (podtrhneme Sipkou). Veli-
kost normiélového zrychleni g%hn vypodteme z rychlosti Fi& pouZitim vztahu

2
VBa

AB

%pan *

Nositelkou zrychlend aBAn je spojnice bodd A B, zrychleni sméfuje do stfedu kFi-
‘vosti (bodu A - referencnlho bodu}, symbol aBJL v rovniel podtrhneme 8ipkou.
Tednd sloZke zrychleni aBAt Je kolma na normédlevou, symbol aBAt podtrhnete,
Velikost normdlového zrychleni aB vypolteme ze vztahu

e'Bn-—__
332

nositelkou tohoto zrychleni je spojnice bodd BSz, zrychléni smeruje do bodu S,.
Zrychlenl 8%, v rovnici podtrhneme Zipkou. Telné zrychleni aBt je kolmé na normé-
lové {(na épojnici bodk BS,), zndme tedy nositelku ele nezndme velikost. Symbol
Sit pedtrhneme.

v rovnici pro zrychleni jsou opét dveé neznémé akaldrni velidiny, velikosti
zrychleni aBAt’ aBt' Obrazec zrychleni je na obr. 21,

Priklad 22,

Urdete zrychleni bodu B tyle, uloZené we dvou pFimkovych drdfkdch, bod A
se pohybuje konstantni ryehlosti ?i. Tyé je schematicky zndzornéna na obr. 22.

ReZent:

Body A,B p¥isludi jednomu t3lesu, pF¥itom zndme rychlost a zrychleni jednoho
bodu %.j. bodu 4 = referendnihe bodu, MiZeme tedy k FeSeni pouiit metodu zdkladni-
ho rozkladu.

Pro rychlosti plati

— — —
VB'VBA"'VA

— —_— ety
Bod A se pohybuje po pifimce, zndme nositelku 1 velikost rychlosti Fi (symbol ;I
v rovaicl podtrhneme Bipkou), PFi relativnim pohybu B:A se bod B pohybuje po
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krufnici se gtfedem v bodé 4, zndme nositelku pFisluiné rychlosti (symbol vBA
podtrhneme), Vyslednym pohybem je pohyb bodu B, ktery je po p¥fmce, znédme tedy
nositellku (Bymbol vy podtrhneme}. V rovnici jsou dvé neznémé skaldrni velidiny,

B
——
a%h
—
Qg
Y
Qgpr

JT77777 77777 777777777777/

Obr. 22

miZeme sestrojit trojiihelnik rychlosti, obr. 22.
Déle napifieme rozklad pro zrychleni

— —— —
g = 8y t+ 8
I /\ I

t n t t=0

Bod A se pohybuje po p¥imce, bude mit zrychleni pouze ve sméru pohybu. ProtoZe
tente pohyd ge rovnomérny (vA = konst.), je zrychleni nulové, Vellkost normdlové-
he zrychleni aBAn vypodteme ze vztahu

2
Va4

BA

SBAn *

nositelks tohoto zrychleni je spojnice bodd A,B, smysl je z B do A, Nositelka
tedného zrychleni &,, je kolmé ne spojnici bodd 4,B.

Bod B kond pohybt po pfimce, zndme nositelku Jjeho zrychleni. Obrazec zrychleni Je
ng obr, 22,

Priklagd 23.

Urdete zrychleni bodu B tyde, kierd je uloZena tak, Ze bod A je veden v
drdZce a v druhém misté se smykd po. hrand, obr. 23. Bod A se pohybuje rychlosti
—

v,, zrychlenim ;;.
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ReZeni:

Bod B tyde vykonévd obeenf rovinnf pohyb. ReSéni provedeme metodou zdkladni-
ho rozklaedu, referendnim bodem je bod@ A. Pro rychlos$i plati rownice

—r

—- "
?B = VBA. + ?A

Rychlost v je déna, znédme nogitellku i velikost, pohyb B:A Jje rotece kolem refe-
renéntiho bodu A, zndme tedy nositellku rychlosti vB&. Vysledny pohyb bodu B jJe

AlP

Obr. 23

obecny¥, proto pro urdeni nositelky rychlosti ;; musime nejdfive urdit pol P, kte-
ry leZi v prisediku normdl. Nositelka rychlosti VB je kolmi na normdlu nB Obra-
zee rychlosti je na obr, 23,

Ddle napifeme rozklad pro zrychlen?

b

S ¢
/A \
t

n n
e

\

& provedeme rozbtor rovnice, U zrychlend 21 enfme nositelkn 1 velikost, Normflové
zrychlend E;An leZi na spojnici bodd B,A a smysl zrychleny je = bodu B do refe-
renniho bodu A4 (st¥edu k¥ivosti relativniho pohybu), jeho velikost uriime ze
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vztahu

Tednd =mlofka zrychleni ;;At je kolmd na zrychleni normdlové t.j. na spojnici bo-
dd BA, Normdlové zrychleni E;n le?i na normdle np a sméfule do gtiedu kiivosti
bodu B t.j. Spe ProtoZe bod B kond obeeny pohyb, st¥ed k¥ivosti g zatim nezndme,
uréime jej Bobillierovou konsirukei obr. 23.1.

__7[%_ —— - R s
AN
f AN
\
Ifsa N.B
f \\
f N A
] \
N
AN
7 \
N

Obr. 23.1

Velikoat ;;n qréime ze vziahu

o2

B
BSB

Tetnd sloZka zrychlenivgat Je kolmd na normdlu ng, zndme tedy nositelku.
Obrezec zrychleni je ne obr. 23.
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P#{klad 24.

Urdete rychlost a zrychleni pistu klikovédho mechanizmu schematicky zndzorné-
ného na obr. 24. Je ddne ihlovd rychlost kliky cw,, a Ghlové zrychleni &, .

Reden{:

Pist klikového mechanizmu kond posuvny pohyb po p¥imce, To znamend, %e pro
urdéeni rychlosti & zrychleni pistu miZeme vybrat libovolny bod pistu. Pro Fefeni
metodon zékladniho rozkladu bude vhodny¥ btod C, protoZfe tento bod leZi soudmsné
na télese 3,na ném# jako referendni bod miZeme zvolit bod B u ndhoZ zndme rychlost
a zrychleni ze zadanych velidin &lenu 2, V principu tedy budeme FeSit obecny ro=-

Obr, 24

vinny pohyb télesa 3:1. Nejd¥ive vypolteme rychlost a zrychleni referentniho bedu
B, Pro rychlosat pleti '

‘V'B = wz_f. AB

pro slofky zrychleni

2
M

oy * Bpy = Gy o 4B

— 3
AB
Pro rychlosti pouZjijeme rozklad

—
't

K
$ o

U rychloati ;E zndme nositelku i velikost, u ryehlosti $EB pouze nositelku (kolmi~
ce na spojniei bodld C,B), u rychlosti ;E nogitelkn (bod C kond posuvny pohyb po
pFimeé). Obrazec rychlosti je na obr. 24,

Pro zrychleni plati rowvnice

—tg s i
8 = & +

2c FCB 7B,
% n t n %
—_ — — i
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Z rozboru rovnice plyne: u gloZek zrychleni ;’.};n' ?Bt znéme nositelky 1 velikosti,
mifeme pouZit téZ vysledné zrychlend

— 2 2
|ag] = Ua'Bn + apy
velikost normAlového zrychleni :an vypodteme ze vzitahu

CBn CB

nogitelke leZi ne spojnici bodd C¢,B, amyal zrychleni je =z bodu’ C do B. Nositelks
" tedné sloZky zrychleni ?CB-I: je kolmd na normédlu, spojnicl bedd ¢,B, Pohyb bodu C
je po primce, zrychleni EE bude pouze ve sméru pohybu, zndme nositelku,

Obrazec zrychienfi je na obr. 24.

P¥iklad 25,

Urdete rychlost a zrychleni bodu G,leiiciho na télese 6, mechanizmu pFi-
hrnovade lisu na sldmu, ;jehdé schema je na obr, 25, Pohybd mechanizmu je zplsoben
pohonem kliky (t&lesa 2), od ni¥ je odvozen pohyb ostatnich t8les. Je déna HGhlovd
rycklost kliky vy, = konst,

Reden{:

provedeme metodou zékladniho rozkladu, ReSit pFimo pohyb bodu G touto meto-
dou relze, proto musime postupnd vyredit rychlosti a zrychieni bodl C,D,E & G.

Obr. 25
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Hejd¥ive vypodteme rychlost & zrychleni bodu B, ktery je referendnim bodem pro
téleso 3, plati v2

Vg = Wiy AB 8pn = Tﬁ?—- 3 8pgp = 0 nebot ulyy = konat.

Rychlost bodu C urdime z rozkladu

e — —

u rychlosti ;; zndme velikost 1 nositelku, ;EB - nositelku (kolms ns spojinici bo-
as ¢,B), ?E - nositelku (ve smdru pohybu bodu ¢).
Pro zrychleni bodu C plati

B & B + 8
o ¢B ép
! /\ —
t n %

zrychleni'gi zndme, velikost zrychleni ;EBn vypoiteme ze vztahu

2
YeB
¢B

&0Bn

nositelka leZi ne spojnici bodd C,B & zrychleni sméfube do referentnihe bodu E,
EEBt - nositelka Jje kolms na spoj)nici dedd C,B, EE - znédme nositelku, nebot bod C
kond posuvny pohyb po pfimce.
ProtoZe t3leso 4 kond pesuvny pohyb, jsou rychlosti a zrychleni vdech bodd

téless stejné, Plat{

e —

Y¢=Vp$ 8¢ = &p-
Ddle mlZeme Fedit rychlost a zrychleni bodu E leZiciho na t#lese 5, u ndhoZ voli-
me 28 referendni bod bod D. Pro rychlesti plati rovnice

YETVEp * VD
u rychlosti ;5 zndme noaitelku 1 velikost, ;Eb - nogitelku (kolmice na ED), ?; -
nositelku (kolmice na EF). '
Pro zrychleni plati

8 = &g t
/A /A -
n t n t

u zrychleni ;; zndme noaitelku i velikost. Velikoat normilové sleiky zrychleni
EEDn vypolteme ze vaztahu

VED

SEDn = D

noaltelke le¥i na spojniel bedd E,D, zrychleni sméFuje do referenéniho bodu D.



49

Tednd sloZka arychleni E;Dt je kolmé ns normdlové zrychleni, zndme rositellu, Ve-
likost normdlového zrychlend E%n vypodteme ze vztahm
Ve
SEn EF

nositelks je kolmd na spojonicl bodd EPF, zrychleni sméfuje do stFedu k¥ivoati t.j.
bodu P, Tednd sloZke zrychleni &y, Je kolmd na normdlové zrychleni, zndme nosi-
telku.
dApnprcs.rychloati a zrychleni jsou na obdr. 25. Bod G leZi na t¥lese 6, kie=-
ré vykondvd rotein{ pohyb kolem bedu F. Uréeni rychlosti a zrychleni bodu G miZe~
me provést vice zplmodby, napi,.:
a) pouzitim zdkladéniho rozkledu, referendnim bodem bude bod E,
b) ze zndmé rychlosti a zndmého zrychleni bodu E vypodteme dhlovou rychlost a
tihlové zrychleni télesa 6 & z nich vypolteme rychlost a zrychleni bodu &,
¢) z rychlosti a zrychleni bodu E,na zdklad® podobnosti trojdhelinikl,graficky
urdime rychlost & zrychleni bodu G, obr. 25.1.

Obr. 25.1

5.2, Redeni rozkladem pohybi

Vydetiete rychlost a zrychleni bodu D StyFélenndého EtyFkloubového mechaniz-
mu schematicky zndzorpdného na obr. 26. Je déna Uhlové rychlost w,, & ihlové
zyychleni &, .

‘Refeni:
provedeme metodou roszkladu, pi¥estofe pro tento pFiklad by bylo jednodudad

pou¥it metodu zdkladniho rozkledu. Metods rozkladu je univerzdlni, pouZivéme Ji
p¥1 FeSeni soustav, V pFipadd, ¥e ji chceme pou¥it p#i Fedeni jednoho télesa (an=
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mostatného nikoliv v soustavé), je nutné nekreslit néhradni mechanizmus., Je~1i
p¥i rozkladu undfiivy pohyb rotadni nebo obecny, pak se v rovnicl pro zrychleni
vyskytuje jedt® zrychleni Coriolisovo (proio nékterd literaturs uvddi ndzev této
metody jako Coriolisova metoda). '

V dané soustav® budeme Fefit pohyd +&les 3:1. Proto pro Fedeni pouZijeme
rozklad pohybld

31 = 32 » 2%

Tato rovnice plati obecné pro pohyb libovolnéhe bodu tdleea 3. Nds viak zajimé
bod D, proto provedeme oznadeni yj, to znamend, Ze od tohoto okamZiku viechny
rovnice plati pouze pro bod D,

Je nutné si uvddomit, ¥e vysledny (obecnF) pohyb 3:1 jeme rozloZili ne dva
soudasné pohyby 3:2 a 2;1, Bod D tedy pFi uvedendm rozkladu vykondvd t¥i rdzné
pohyby. P¥i pohybu 2:1 Jako by leZel na téleege 2 a vykondval rotadni pohyb kolem
bodu A (pohyb 2:1 je rotece kolem bodu A), pFl pohybu 3:2 jako by leZel na téleame
3 a vykondval rotadni pohydb kolem bodu B (pohyb 3:2 je rotace kolem bodu B) a pii
pohybu 3:1 (elutedny - vysledny pohyb) leZ{ na tdlese 3 a vykondvéd pohyb vzhledem
k zdkladnimu tdlesu 1 (rdmu).

Pro rychlost bodu D platd

i

¥34p ™ ¥32p * V21p
nebeli, jak jiZ bylo Feceno

D} - - -

—_— e e

Z rozboru rovnice piyne: U rychlosti ?51 zndme velikost, kterd je ddna vzteshem

Vpq = e AD

(bod D p¥i pohybu 2:1 kond rotaci kolem bodu A), jeji nositelks je kolmd ne spoj=-
niei bodd AD. U rychloasti ;32 zndme nositellu (bod D p#i pohybu 3:2 kond rotaci
kolem bodu B), tato Jje kolmd ma apojmici bodi BD. U rychloamti ;;1 gndme rovn&z
nositelku, kterd je kolméd na normdlu bodu D, t.j. spojnici bodl DE, Grafické Fe-~
geni rychlosti je ns obr. 26,

Pro zrychleni bodu D plati rozklad

- —l-

—— —i
834 = B3p + 8ay + B4,

Und¥ivy pohyb Je rotadni, proto se v rowmiecl vyskytuje Coriolisovo zrychleni.
Zrychleni v této rowvniei (mimo Coriclisova) rozlofime na normilové a tedné slofky

i

2 Gan + 85, + 8,
834 832 21 Cor

I\ I\ I\ -
n % n t n t

Lo

& provedeme rozbor rovnice. Velikost Coriolisova zrychleni vypodteme ze vztahu
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accr = 2, mi‘,.VBa

Smér a smysl Coriolisova zrychleni uréime graficky otofenim vektoru relativai
rychlostd ;Sé 0 90° ve smyslu uné3ivé dhlové rychlosti twy, 5 0br. 26.(2 uvedeného
plyne, Ze u Coriolisova zrychleni vZdy zndme velikost a nositelku zrychleni),

Obr. 26

Velikost normélové slofky zryohleni E;m vypodteme

o = 22
LY,

nogitelka le¥i na spojnici bodd DA, zrychleni sméFujle do bodu & (atPedu k¥ivosti
pii pohybu 2:1). Tednou sloZku zrychleni E’E‘!t vypo¥teme ze vztahu '

nogitelka je kolmd na normflové srychleni, smysl urduje &, .
—r
Velikost zrychleni 8350 vypoéteme
e
8 R
32n © Bp

nositelka le¥{ na spojnici bodd DB, smysl zrychlen:’. je z bodu D do B (bod B Je

stfedem k¥ivosil p¥i pohybu 3: 2). Tednd slofka a.32t je kolwd na normilovd zrychle-
ni, zndme nositelku.

Velikost a’31n vypodteme RPN
—
v
1 .
9‘3111"'5%— SIC vs§z
' PRA s (1)
e —
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nositelks le¥l ne spojnici bodl DE, emysl zrychleni je z bodu D do bodu E (bod D
md p¥L pohybu 3:1 siFed k¥ivosti v bodd E). Teiné slofka zrychlend E;” je kolmg
na normilovou, zmdme nositelku,

V rowmici pro zrychleni jsou nezndmé jen dvd skaldrni veliliny, proto miZe~
me' seatrojit obrazec zrychleni, kter¥ je na obr. 26,

Prikled 27.

Urdete okamZitou rychloast a okamZité zrychlen{ pistu exentrickéhe klikového
mechanizmu zndzorn&ného ne obr. 27, klika se otd43i konstantnimi otddkami Nyyqe

ReZent:

provedeme metodou rozkledu pohybl. Nejdbive z otdSek nyy vypodteme tGhlovou
rychlost ¢J,,, Plati

- Sf.nal
30

Pohyb piatu je transladni, proto k urfeni rychlosti & zrychleni plstu stadi urdit
rychlost a zrychleni jednoho libovolndého bodu pistu. Vhednym bodem Je bod D, kte-
r¥ je spoledny pro télese 3 & 4.

Obr. 27

Pro rychlosti{ bodu D plati rozklad

e — —
D V34 * V3p + Vay
— itam o ]

Velikost rychlosti ?;1 vypodteme ze vztahu: oy ® a&‘.iﬁ .
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neaitelka rychlosti je kolmé ne spojnici bodl AD (pFi umdfivém pohybu 21 bod D ko-
néd rotadni pohyb kolem bodu A).
P¥1 relativaim pohybu kond bod D rotadni pohyd kolem bodu B (pohyb 32 je rotace
kolem bodu B), zndme tedy nositellu rychlosti ;32. kterd je kolmd na apojnici bo-
dd DB, Vysledny pohyb bodu D je transledni (bod D leZ{ té% na t3lese 4, kterd ko-
nd vzhledem k rdmu translsdni pohyb po pPimece),plat{ ;;1D = ;:1D' takZe zndme no=-
sitelku rychlostl ¥v,. .
Trojihelnik rychlosti je na obr. 27.

Pro zrychleni bodu D plati rozklad

;;1 = -;;2 + E;1 + -;;;r
A / —

. n
g _— —-

Velikost Coriolisova zrychleni vypodteme ze vztzhu

snér a amysl urdime tak, Ze velttor relaetivni rychlosti ;;é otodime o 90° ve
smyslu undBivé Uhlové rychlosti wy, , obr. 27.
Velikoat normdlové slo¥ky zrychlend EZHn vypodteme

nogitelks zrychleni leZi na gpojnici bodd DA, zrychleni sméfuje do bodu A (stFedu
kFivogti p¥i pohydbu 21), Velikost tedné alofky zrychleni a21t = 0, nebot & ™ 0
Velikost normilového zrychleni a-. 8350 vypodteme

2
EY
R
nositelka leZi na spojnici bodd DB, zryehleni sméfuje do bodu B (stFedu kiivoati
pohybu 32), Tednd sloZke zrychleni 332t Je kolméd na normaIO?ou, znéme nositellku,
V¥sledny pohyb bodu D je tranalaedni, proto zrychleni a31 bude jen ve amEru pohybu,
zndme nositelku. Obrezec zrychleni je na obr. 27.

s

Pozndmka ;

P¥1 FPedleni klikového mechanizmu spalovacibo motoru viidSinou postupujeme
opa¥né nez v p¥{ikladu 27, zndme rychlost a zrychleni pistu e Fefiime ihlovou
ryehlost a dhlové zrychlen{ kliky. Toto Fedeni je v p¥ikladu 28.

Pi{klad 285
VySetPete thlovou rychlost e dhlové zrychleni kliky klikového mechanizmu,
jsou-11 ddny rychlost & zrychleni pistu';;1,'315, obr. 28,
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vv
Resiendi:

provedeme obdobné jako v pFikladu 27 metodou rozkladu, Ukolen je vydet¥it
pohyt kliky, proto FeSeni provedeme pro bod B, ktery je spoleiny t€leslm 2 a 3.
Pro rychlost bodu B plati rozklad

B] V39 ¥ T34 Vg4

Trojihelnik rychlosti je na obr. 28,

Obr. 28

Ddle FeBime zrychleni, plaeti rozklad

39 = a34 + Ry
/\ /A —-
n % n t

Undiivy pohyb 41 je transladni, t.zn,, Ze Coriolisovo zrychleni se v rovnici ne-

vyskytuje. Z rozboru rovnice plyne. Zrychleni a41 zndme, velikostl normdlovich
alofek a34n, a31n vypolteme R
34n ~ T ¢ 3n BA

jejiéh nositelky zndme., Nositelky tednyeh sloek zrychleni rovndi zndme - jmou
kolmé na norméleovd zrychleni, Obrazec zrychleni je na obr, 28,
N - e ) . .
Protode V395 = Yo1Br 83184 = 224340 vypoéteme tthlovou rychlost a ihlové
zyryehleni kliky ze vziahl

2
v a
) ,__ﬁ. cE'='—:_¥Ii
24 ' 2.
AB AR
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Pozndmke :
Pfiklady 26, 27, 28 je moZné Fedit té% metodou zdkladniho rozkladu, toto

FeSeni Je jednodudsi.

V dal8ich p¥ikladech si ukdZeme rovinné soustavy p¥i jejichZ YeSeni nelze
pouzit metodu zdkledniho rozkladu { jsou to soustavy se smykedly - neznéme refe-
renéni bod).

Priklad 29,

Urlete dhlovou rychlest w,, a Uhlové zrychieni <, 8lenu 4 vystFednikového
mechenizmu, schematicky zndzorndného na obr, 29, Je dédna thlovd rychlost
= konst.

ReSeni:

Bod B je spolelny pro iélesa 3 a 4, t.zn., Ze pro stanoveni w3, , £, 9tedd
vyfe8it rychlost & zrychleni bodu B leZiciho ne t&lese 3. PondvadZ je zaddna
thlovd rychlost téless 2 a mezi télesy 2 a 3 Je smykadlo (neni spoledny bod),
neznéme rychlost ani zrychleni Zfdného bodu télesa 3, nelze k Fedeni poufit meto-
du zdkladniho rozkladu. Proto pouZijeme metodu rozkladu pohybl.

Obr. 29

Pro rychlost bodu B plati rozklad

2] 31 % Va2 + Vay

———— .
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Z rozboru rowvnice plyne: Velikost rychlosti ;;; vypodteme ze vztahu

V21 = w_,’ .A,—ﬁ
nositelka rychlogti je kolmi na spojnici bodd AB (pohyb 21 je rotace télesa 2 ko-
lem bodu A, pfl tomto mwéleném pohybu hod B leZif na tZlese 2 & otddl se kolem bo-
du ), U relativni rychlosti v32 znéme nositellu, kterd je rovwnobéind s téleaem
2 (pohyd 32 je posuwny, pFi tomito pohybu bod B leZi na télese 3 & vzhledem k 8~
lesu 2 vykondvA posuwvny pohyb). U vislednéd rychlosti ?51 zndme nositelku, kterd
Je kolmd na spojnici bodd BD (bod B le¥i %t4%Z na t8lese 4, které kond rotadni po-
hyb kolem bodu D). Trojihelnik rychlosti je na obr, 29,
Dédle nepiSewe rozklad pro zrychleni

—r —- — —
Biqg = B3p + 834 + 8a,n
/N — e
n
— — —

Velikoat Coriolisova zrychlenf vypolteme ze vztahu

EOOr = 2 a.?“ QV32

amér a smysl obdrZime pootodenim relativad rychlosti ?32 o 90° ve smyslu und3ivé
thlové rychlosti @y, « Velikost zrychleni a21 vypotteme
"'31
B aB
nogitelks 1e§i na spojnici bodd AB, zrychleni sméFuje do bodu A. Telné slofka
zrychleni 521t je nulovd, nebvot ey, = konst. Pohyb 32 je posuvny, nogitelka zry-
chleni 332 je ve sméru pohybu {(rovnobéika s tdlesem 2). Velikost a31n vypo&teme

nositelka zrychleni leZ{ na spojnici bodl BD, zrychleni smiFwie do bodu D.
Nositelke tedné slo¥ky zrychleni '&3'” je kolmi na normdlovou E;m‘
Obrazec zryckleni je na obr. 29.

fhlovou rychlost w,, a Ghlové zrychleni £ _ vypolteme

o

v .
CO‘H. = "=B_ H -5"- ""a'.=..§.-t'
BD BD

—t o~
nebol 3 = "B' 9‘31’55 8p4 s

P¥ikled 30.

Urdete rychlost & zrychlen{ bodu E walnfku sklépée, schematicky nakresle-
ného ne obr. 30, ktery je zveddn hydraulickym vdlcem. Rychlost pistu hydraulické-
-
he vdlce vy Je konstantni,
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ReBeni:

provedeme metodou rozkladu pohybil. Proto¥e bod B je spoledny pro télesa 3
8 4, urdéime nejd¥ive rychlost a zrychleni tohoto bodu, Pro rychlogt bodu B plati
rozklad
— i —
E] 31 = V32 + V2
L2 =2 _“
— - :
Rychlost V32 zndme (velikost i nositelku), rychloet voq e kolmd na spojnici bodl
BD (zndme nositelku), rychlost ;;1 Je kolmé na gpojnici bodd AB (znéme nositellm).
Obrazec rychlosti je na obr. 30.

Obr. 30
Pro zrychleni plati rovnice
831 = B3 + 8z + 8,
/A nooo/ -
n ¢ 0 n %
— — — —

Velikost Coriolisova zrychleni urdime ze vztahu

Baor 2 aﬁf.v52

V21
BD

Wy, =

smér & smysllgzor uréime dle obr, 30, Velikost E;1n vypodtene
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& _"51
n BD

nositelks leZ{i na spojnici bodd BD, zrychleni sméFuje do bodu D, Telnd slofka
zrychleni 321t je na normdlovou kolmd {zndme nositelku). Pohyb 32 je translaéni,
rychlost v32 je konstantni, grychleni relativnihoe pohybu.a32 e tedy nulové,
Velikost zrychlent 331n vypodteme

2
v
St
nositelka leZi na spojnici bodd AB, zrychleni améfuje do bodu A. Tednd sloZks
zrychleni E;1t je kolmé na normdlovou (zndme nositelku).
Zrychleni a rychlost bodu E mifeme urdit graficky ne 24kladé zndmé rychlosti
a zrychleni bodu B (viz p¥iklad 25, obr. 25.1), nebo poletnd, Plati

—f e

V39= Vg i 839t = 8p¢ ¥ B39n = Bpp

2

fq —
br =2b 5 |op| = {ehn +

1id

a ddle

PFiklad 31.

Schematické proveden{ poddvaciho bubnu na Zacim valu sklizecich mldtidek a
fegadel je na obr, 31. Buben
rotuje kolem bodu A, kloub B
. je pPestavitelny a lze jim
ménit v dané poloze velikost
vysunuti paletl, Ndhradni me-
chanizmus (kinematické sche-
me) pro_vySet¥ovdni rychlosti
a zrychleni je na obr. 31.1.
Urete w, , £, t€lesa 4,
— pro danou polohu mechanizmu,
jeatliZe se buben otddi
konetantni 1hlovou ryechlosti

w” *

Redeni:

Pro urdeni dhlové rychlosti
s tdhlového zrychleni t&lese
Obr. 31 4 musime znét rychlost a ary-
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Chr. 31.1

chlenf n¥jakého bodu tohoto t3lesa. Bod D le¥i soulasnd na tdlesech 2 & 3, obr.
31.1. Pro bhod D platf

Sl — —
Voqp ™ V3qp 5 Voqp = @y oBD
2
= ~ 21D Y
821 = %3 ¢ Gy " —D:BJ— # 8qpg = 0y mebot &,
tedy — .
8210mn = %212

Nyni zndme rychloast a zrychleni bodu D leZiciho na télese 3 a miZeme napsat roz-
klad pohybd, pii ndmZ se vyskytuje &len 4

31 = 34 + 41

V tomtoe rozkladu bod D vykondvd t¥i my#lené pohyby. PFLi pohybu 31 leZi ne té&lese
3 a kond visledny¥ pohyb vzhledem k rdmu, pPl pohybu 34 le#i nm t8lese 3 a kond
relatival pohyb vzhledem k t8lesu 4 & p¥i pohybu 41 leZi as telese 4 a kond ung-
8iv¥ pohyd vzhledem k rdmu.

Pro rychlost bodu D plati

— — - .
2] 31TVt T -

Rychloat v31 gndme, pohyd 34 Je translaini, nositelka rychloati v34 bude rovno-
b&%nd se Slenem 4, pohyd 41 je rotadni, nositelks rychlosti v41 je kolmé ne spoj-
nici bodd DA.

Pro zrychleni bedu D plati
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— - e — —
839 ® S83p ¥ By * Bgop
n t
i ———

Velikoat Esor vypodteme ze vzishu

=2 w

®cor 200 V34

v ' .
pFidemi wi, = -3%1 . smér a gmysl urdime otodenim rychloatl ;;4 o 90° ve smyslu
uhlové rychlosti au, + Velikoat normdlovéhe zrychleni a41 vypodteme z rychlosti
41, plati

..J'l
a A
41

nositelka le3i na spojniel bodd DA, zrychleni gméfuje do bodu A (stiedu krivosti
pri pohydu 41). Tednd slofkas zrychleni a41t je kolmd na normélove zrychleni a41n.
znédme nositelku. Pohyb 34 je translalni, nositelks zrychleni a34 je ve sméru po-
hybu, Zrychleni 331 zndme, Obramzec zryehleni je na obr. 31.1.
{hlovou rychlest wy, jeme jiZ ur&ili, dhlové zrychleni vypofteme z tedné
” —
slofky zrychleni 8444
8
£ = 241k

Poznémka:

Pii Feileni tohoto piikladu jsme poufili rozklad, ve kterém vysleday pohyb 31
je obecny, Toto neni nutné, proto FelSeni provedeme jeSté jednou pouZitim rozkladu

41 = 43 + 31

kde v¥sledny pohyb je rotadni, relativni transladni a unddivy obecny, obr. 31.2.
Pro rychlost bodu D plati

2] Va1 T Va3 * V34
—_— — —

Rychlost ;;1 znéme, u rychlosti ;:3, ?;1 znéme nositelky. Trojdihelnik rychlosti
je na obr. 31.2 (obrazec je stejny jako na odr. 31.1).
Pro zrychleni htodu D plati

—rp —— — ——
341 = 543 + &31 + aCOr
/ \ — —l —-
iy —

V tomto rozkladu bude jiny vztah pro Coriolisove zrychleni, nebot wndiivy pohyd
je 31

8Gor ~ 2 & v * V43
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Obr., 31,2

- ) .
Relativni rychlost Y43 zndme, thlovou rychlost oy, vypodteme ze vztahu

P¥{klad 32,

VySetfete dhlovou rychlost w,, & Ghlové zrychleni &4y Oldhamovy k¥iZové
spoJky, jejiZ kinematické schema pro urditou polohu je na obr. 32. Je ddna Gnlovd
rychlost <y, = konst, '

Redeni: '

Oldhamove spojka se nejlestéji pouiivd k propojeni rovnobéinyeh ne zcele
souosyeh h¥ideld, nap?. spojeni vstFikovasfho derpadle s hnacim h¥idelem,

Fadim dkolem je urdit dhlovou rychloet a dhlové zrychleni t3lesa 4, jestli-
fe jsou ddny kinematické velidiny t&lesa 2, Mezi t3lesy 2 & 3 ani 3 & 4 neni spo-
leény bod, obr. 32. Pro Feleni pouZijeme metodu rozkladu pohybl, nebot metodu zé-
kladniho rozkledu nelze pouZit.

Ne télese 3 si zvolime libovolny bod, nap¥. bod D (obr. 32.1). Pro pohyb
bodu D napiZeme dva rozklady
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31 = 32 + 21
31 =34 + 41

pPi kteryeh tento bod vykondvd
pét myglenych pohybld 3:1, 3:2,
2:1, 3:4, 4:1.

Rychlost bodu D na zdkladd
prvaniho rozkledu bude

—- — =
R —_— —

P#i mySleném pohybu 21 kond bed D
rotadni pohyb kolem bodu Sy ve-

likxost rychlosti ;;1 vypolteme ze
vztahn

Obr. 32 oy = @y.5,T

nositelka je kolmd na spojnici
bodl §,D. P¥i pohybu 32 vykondvd bod D transladni pohyb, zndme nositelku. P¥i po-
hybu 31 vykondvd obecny pohyb, t.zn., Ze pro urdeni nositelky rychlosti musime
zndt pol P54+ rychlost je kolméd na normdlu - spojnici bodd DPy 4. Trojuhelnik
rychlosti je na obr. 32.1.

Obr. 32.1
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Pro zrychleni bodu D plati rozklad

e — - —
31 T 83z + 8, + Bo,.
/N — FAEAN —
n 1 n t=0
— ——

Velikost Coriolisova zrychleni vypo&teme

N
8nor = 2 cou.v32

smér a smysl urdime z obr. 32.1. Velikost zrychleni E;m vypodteme

7

3

1

821n

S
e

nogitelke zr-ychlenl le#i ne spojnici bodd 5,D, zrychleni smeruje do bodu 5,+ Fosi-
telka zrychleni 332 je ve sméru pohybu. Pro vypocet zrychleni a3 1n mugime zndt
st¥ed kiivosti bodu D, ktery urdime Bobiltierovou konatrukei, obr. 32.2.

Qbr. 32.2
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nositelka srychleni 531n leZi na gpojnici bodd DSD, zrychleni sméfuje do Spe
Tefnd slofka zrychleni a5, B34t Je kolméd na normdlovou. Obrazec zrychleni je na obr.
32.1.

V dosud pouZitém rozkladu neni pohyb 41, tekie vipodet o3, , &

o nelze pro«
végt, protoe pro rychlost bodu D pouiijeme dal#i rozkled

— — —
2] V31 % V34 * Yy

Rychlost 731 zndme, pohyb 34 je translaéni, nositelk& rychlosti v34 Je ve smiru
pohybu a pohyb 41 je rétadni, nositelka rychlosti v, a1 je kolmd na spojnici bodd
SBD‘

Pro zrychleni plaii

—t i — —
B3¢ = B34 ¥ &1 * Bger
n t
— ——

Velikost zrychleni :Eor vypodteme
BGor ® % WireV3y

v —
pii ZemZ w,, = ~§il , smér a smysl urdime dle odbr. 32.1., Velikost %1n vypodtene

telnd sloike zrychleni 341t Je kolmd na noxmdlovou, Nositelka zrychleni 534 Je
ve gméru pohybu, zrychleni a31 gnéme, Obrazec zrychleni je na obr. 32.1.
fhlovou rychloat wy, a Uhlové zrychleni é:,, vypodteme ze vztahl

ey = —41 : Loy __ﬁ__
B B
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6.0. Soustavy s ozubenymi koly - pievody, planetové mechanizmy, diferencidly

P¥ikled 33.

Fe obr. 33 je zndzornén Fetdzovy pievod Zaclho stroje s hnecim kolem 2.
Urdete Uhlové rychlosti a otddky kol 4 a 5 jsou-li dény otadky n,, = 1000 min™
& poloméry roztednfch kruinic ozubengeh kol: T, =0,12 m, Ty = 0,12 m, T, = 0,2 n,
= 0,3 m, '

T
5
Redeni:

NejdPive z otddek vypodteme
thlovou rychlost

7 7 1000
ki = 104,73""
30 30

L2y g

Cbvodovd rychlost viech ozube-
n¥ch kol musi byt stejnd. Proto
plati

Obr. 33 Vo1 = V54

rzawz‘ = r50 \’_4)5.1,

odtud
T r
i) = LI : (/%) = . dd
& r¢ 2 0 -7 1‘5 24
0,12 _-1 0512 ..1
Q’H = ——_3104,7 = 62,8 =] H 0-)5{-- """'—0104.7 = 41,9 -]
0,2 0,3
wy, 30 -1 wWe, 30 -1
Byq = T = 600 min iBg, = 2 400 min
Pro napinaci kolo 3 plati
(222 Y rj
- T = =@, I
Wy ) ry ’ Tae T2 3
T ) 0,12 -1
lyy = = wy, = 104,7 = 104,7 &
1‘3 ]

-1



PPiklad 34,

Vypodtéte pPevod Poy & dhlovou rychlost «,, reduktoru znézorn&ného na obr.

34, jeou=li ddny podty zubl : z, = 20, 2y = 80, 2y = 16, Zy = 60, a otddky hnaci-

ho h¥idele n,, = 1200 min”~1,

Reseni:
41' fhlovou rychlost ), vypodteme ze vzishu
'Ir —
] 7 1200
Nz A 2 ) wW,, = 21 = = 125,66 a=!
— 30 ao
e _l_’——
T U pFedlohovych mechanizmd plati pro pfe-
vodovy pomér
3 -2t o o1
-J- Py =, P Pt S,
= — | a ddle
]
3= Cad Z. cQ Zos
L 2 ; A 3"
gy 2-3 WPy Zy
Pag = PayePyy = mimtl
4 24 23°%34 Oy | gy
w WL i P Y, Z Zqi Zn Tnf
m (= =2)(~ ) w22
24 Z, Ty 2y
Obr. 34
Po dosazeni obdriime pievod
. 32.33.'_ 20 16 . 1
P24 z ‘z B BO : &0 15
3“4

Pro Ghlovou rychloat bude

a? Tqy T
e Y

cdtud
Zrn i 20 16
’J)ﬁ = .J)J’r ._g.._l = 125,66 ——— T— R 8’38 5-1
z4 24 B0 60

ReBeni pou¥itim podminek valeni:

P¥iklad pro kontrolu vyfeBime poufitim podminek valeni (metoda podminek va-
leni). Tuto metodu miZeme pouZit prakticky vEdy jednd-li se o mechanizmus s ozu-~
benymi koly & konstantnim prevodem. letoda je zmloZena ne principu soudasnych po-
hybtt & spodivé v tom, 3e bod jeho¥ rychlost vySetfujeme volime v polu vysledného,
relativniho nebo undSivého pohybu, nebot pFisludnd rychlost je zde nulov&. Redeni
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Je mozné provést graficky nebo podetnd. Grafickym Fefienim se nebudeme zabjvat.

PFi podetnim FedSeni do podminek valenY zavddfme thlové rychlosti a polomiry.
Pritom je v¥hodné pPedpoklddat vBechny pohyby (v3echny vdhlové rychlosii) v témBe
smyslu., Podminek valeni napiSeme tolik, kolik méme neznémych {podet rovnic musi
byt roven podtu nezndmych).

ReSeny reduktor schematicky pFekreslime dle obr. 34.1, ozubend kole nakres-
lime v bokorysu & oznaime piisludné poly (okamiitd stiFedy otddent).

Obr. 341

Plati rozklad
31 = 32 4+ 219
a pro rychlost
— e —

- b
v = 0. TakZe

Refieni provedeme Pro bod P32 (pol P32) v némg 3p =

i e
P32 V39 = Va4

ProtoZe pro obvodovou rychlost obecnd plats (gkalérnd) v = a’ .r, bude pro n4ds
pEiklad

Cdaforj = -'ﬂ&forz (1)

(smysly dhlovyeh rychlosti volime ve smyslu otdSeni hodinovyeh rudidek).
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Obr., 35

Obr. 350 1

31 = 32 3 21
Pro rychiosti plati

_— = e

V31 % V32 * V2y

Re%ent provedeme pro bod P32, ve kterém ;;2 = 0 (rycblost v polu je nulovd),
takie

— —
P32 Vaq = Va,

Bychloatl ;;1 a 351 vyjad¥ime skaldrnd z piisludnych tdhlovych rychlosti a polomé-
rd, t.J. vzddlenosti okamZityeh stPedd otidleni 021 Y P31. Plati

1)

3¢+2T3 = =, T

Zdporné znaménko na pravé strand rovnice Jje proto, Ze rychlosti ;;1, ;;1 maji v
bodg P32 opadny smysl. (Upravou

T2
CJ\.J:_“r - w“
T3
Pohyb 31 miZeme téZ rozloZit
31 = 34 4 41

Pro rychlostl v bodd P,, bude platit (v., = 0)
34 34
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F34 V31 = V49
a ddle dle obr. 35.1
twygeTy = - w,, . (r, + T4)
{rychlosti ;;1, ¥i1 mzji v bodd Pyy opét opafny smysl). Odtud

: rs
Wy = = 2,

Ty, 4 Ty
Dosazenim <, z p¥edchoziho rozkladu a tdpravou obdrZime
A2y

Ddle plati

po dosazeri bude

g

Za pPedpokladu, Ze moduly viech ozubenych kol jsou stejné, miZeme poloméry Ty,
r, nahradit podty zubd Zqs Zp
%2
Z, + Z

CAJ‘{ =

Po dosazeni zedanych hodnet obdriime

2
e 4 62,8 = 13,96 &'

84 + 24

4 w r » A St
ReSeni metodou zastaveni unasede:

Pro kontrolu provedeme FeSeni metodou zastaveni uneBede. Princip této meto-
dy je wysvétlovdn tak, %e planetovy mechanizmus (diferencidl) sledujeme z unaSele
nikoliv z rdmu, takfe planetovy mechanizmus se ndm potom jJevi jako pFfedloha.
Platf

v Bl Tt Y

- g, Zy 2

Kolo 3 (satelit) Je vloZené a tedy nezdle?i na podtu zubd, Znaménko na pravé
gtrané urdime podle podtu zdbéri. Je-1li podet zdb&rd zudy je znaménko plus, je=li
liochy je minus, z&bdr s wnit¥nim ozubenim do tohoto podtu nezahrnujeme, nebot ne-
méni smyel otddeni. Toto pravidlo viaek pleti pouze pro soustavy s jednim stupném
volnosti & 8 &elnimi ozubenymi koly.

V nafem prikladu pod{tdme jen jeden z£bdr, nebot mezi koly 1 a 3 je vnitini
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ozubeni, proto je nae pravé strané rovnice znaménko ‘minus. Uhlovou rychlost 43, vy-
poéteme _ o :

(.1“-;‘, z
- = —= + 1
2 gy Z
%2 e
Ly = '3 ¢
Z1 + 212

Vfsledek je stejnf jake p¥i pousiti metody vyminek valeni,

P¥iklad 36.

Urfete Uhlovou rychlost «wy, unadede 5 planetového prevodu s dvojitim sete-
litem, schematicky zndzornéného na obr. 36. Hnaci kolo 2 mé otddky n,, = 450 min~ ]
Fodty zubd jsou:_z1 = 44, z, = 64, Zq = 26, z3}= 80, z, = 24, Zgt = 60.

--I.l
4--.
Iﬂﬁl
l. vy
5
- % 1
incallen
Jr /
3l
on “ 1
|zaz'
2

Obr. 36 ) Obr. 3601



ReSeni:

provedeme nejdiive metodou podminek valeni. VBechny thlové rychlosti budeme
uvafovat ve stejném smyslu, obr. 36.1.
Plati rozkled '

31 =32 + 21
pro pol Py, platd

32 ;;1 = ;;; '
m‘i;.r:,’ =~ .Ty (1)
Dalsi rozklady budou
31 = 34 + 41
F34 V31 7 Va1
Wy +Tyr ™ aﬁ,(r4:- r4) ()
41 = 4% + 51
45 41 = V39
Wy, oTyr = Wi (Tyr+ 1) 3

ObdrZeli jeme t#i rovnice (1}, {2}, (3) o tPech nezndmych @y Wy s iy, e ReSeni
bude ’ '

r It
Wi = -y Cyy = —— ey
T3 Ty~ Ty
I, LT
4 3
“r T Ty + T e = (r,p=1 )(:i +r )'cchl
3t Ty g Tyt Ty

Za pFedpokladu, ¥e vSechne ozubend kola maji stejny modul, mifeme misto polomdrd
psdt podty zubld, piitom musi platit

r3f+ r4 = r4g+ T, neto z3a+ z4 a z4|+ zT

Po dosazeni obdriime

z wn
2 21
Wy, = = e VR Cdy, =
<Y 2y 2y 30
Bofe Byt
- 3 74
a%7

(z4l- 24)(23r+ 54)



73

po dosazeni Eiselnych hodnot

64 7.450 -1
UWigy = = %650 " 115,99 =
8_0.60

" (60 - 24)(80 1 227"

Wy 115,99 = 148,7 o~

ReBeni pro konirolu provedeme Jestd metodou zastaveni unafede, Tato metods je
vhodnd pro jednoduchy planetovy mechanizmus nebe diferencidl. V pf{padd, Ze pla-
netovy mechanizmug nebo diferencidl Je spojen s daldim piidawvnym ze¥izenim (dalss
pfevod ozubengeh kol, pfevodovkou, Jinym planetovym mechanizmem, diferencidlem
8 pode), je nutné FedSeni rozddlit na ddgti.

V nagem piipadé priklad rozddlime na dvé gdeti t,]. Fedime samostatnd pie=
vod mezi koly 2 a 3 a ddle metodou zastavent unasede vyfedime pPlanetovy pPevod,
Pro pfevod mezi koly 2 & 3 plat{

War . %
g, 25
Z 7n
> , 21
“ug U TRy 3 gy —=2
z3 30

Fro metodu zastaveni unadede platf

Wy = Lgy Zy 2

—L();f Z4I ZBI
Gprevou posledni rowvnice obdrZime

Z Z
1
wsf—w.‘_fa_ —-.4_

¢ 23
242
w,, 2., (1 - ——1-5-)
Br = Yy —_
43
Z Bt
“sr = -2 “s1
Z4%3 = %42,

Po dosazeni zadanyech hodnot dojdeme ke stejnému vialedku

60.80 -
Wy = . 115,99 = 148,7 o
60.80 - 44.24
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Poznédmka.:

V pPipadd, Z%e chceme vysledky porovnat v obecném tvaru t.j. rovaieci

_ ZfE,! '
= ——m—j—&ﬁ—a— 6034

fad
&1 ij¥ - Z1Z4
5 Tovoiedl
2L, %12 ,!
b7y = 24 Ay = 24 (79,
T (ag -z Yzt + 3,) e BTl BB T, = z T
4" Byt By 354 F Byt T3y = 2y

dosadime d¢ prvni rovnice vztah
Zy ¥ By = Zyk By odtud Zg = 2yt + 2y = 2y
takfe obdriime

-l Z4E )
_ 374 - 374 .
“st T glzg = (2 + 2, - 2,92 “5 = BT, + 7,8, = 5%, - 25 S
374 3 4 4/ %4 374 474 374 4

P¥iklagd 37.

Uriete uhlovou rychlost 79 unagede diferencidlu a felnimi ogubenymi koly.
Je ddno: w,, = 157 8715 wg, = 15,7 874 2, = 405 zg = 80; 1z = 20. Diferencidl

je schematicky zndzornén me obr. 37.

Reeni:

Pro jednoznadné urfeni pohybu soustavy se dvéms stupni volnosti (diferenci-
d1lu} musime zndt pohyby dvou t&les. Proto jsou zmddny tdhlové rychlosti e, y Oy +
K Fefeni poufijeme metodu podminek vsleni pro body, které le¥i v polech relative
nich pohybd pFisludnFch rozklaedd.

Nejd¥ive si nakreslime obrdzek v bokoryau, obr. 37.1 s p¥isludnymi okemZity-
mi stPedy otdSeni - pdly. Vdechny Ghlové rychlosti budeme uvafovat v jednom smyslu
(ve smyslu otdfeni hodinovych rudilek). PPedpoklddéme, Ye viechna ozubend kola ma-
Ji stejny modul, takZe migto poftu zubl miZfeme psdt poloméry.

E feBeni pouZijeme rozklad

31 =32 + 21

Pro pol P32 plati, Ze rychlosti

— =i

P3p Va9 T V24

rychlogt v32 je v polu P32 nulovd, OkamZity st¥ed otileni 05, zndme, pol P32
rovnés zndme, ale polohu polu P31 neznéme, vime pouze (na zdéklad® uvedeného roz-
k¥ladu), Ze leZi na prlmce prochézejici body 021, 32° Proto si pél P31 zvolime
ve vzddlenostl x od polu P35, obr. 3T.1.

Pro skaldrni vyjdd¥eni obvodovyech ryechlosti pro pol P32 plat1
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5

3

4

o= 1
24 ij R w , U.ﬂ
lml I I

2
Obr. 37

Wy, (x + 2r3) = =y Ty

Ddle pouZijeme rozklad

31 =34 + 41
Pro rychlost v polu P34 plati
P34 V31 * Va9

COJ{(x + r3)= - a.)“(rz-!- 1'3)
Dalfi rozklad bude 31 = 35 + 51

pro rychlost v polu P35 plati

P —

35 Y31 T V54

uJJ{ +X = -wﬂ.rE

Obr. 37.1

(1)

(2)

(3)

Obdrieli jeme t¥i rowvnice (1), (2), (3) o t¥ech neznémych w, s, » Xe Refenin

t&chto rovnic dostaneme

We, Tg =&y, Tp

Wsy Tpa2Ty

37
2r3 ) e, r5 -, Tp

Wy Tg + Wy, T

2(r, + r3)
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Ponévadi plati
2(r2 + f3) = 27, + 2r3 =T +7g

bude
Wy, Tp + aﬁ,¥54

)
“f
r2 +I‘5

U vBech ozubenfeh kol uvaiujeme stejny modul, proto misto poloméri miZeme dosedit

podty zubld
15,7.80 - 157,40 -t
c‘)&f ] 2 - 125.6 g
2,20 :
15,7.80,2.20
X = - d = 10 mm {za p¥edpokladu, Ze poloméry byly
15,7.80 ~ 157.40 dosazeny v mm)
15,7.80 + 157.40 -1
Q)“ = = 62'8 a8

! 40 + 80

Kontrolu ¥efeni provedeme metodou zesgtaveni unefele, Plati

gy = W4y 25, 24

sy - oy, 29 2,
Redenim obdriime

(@ar =09, )2y » (W5 =00y, )2g

Wy (25 + 2Zp) = @) 2y +Wyy Zg

Wy, 52 +U)‘r{ 55

Wy
Z, + Zg

Priklead 38.

Urdete 1dhlovou rychlost co,, unadede 4 diferencidlu s Eelnimi ozubenymi koly
e dvoJitim satelitem, schematicky zndzorn®ného na obr. 38. Je ddno:w,, = 62,8 &7,
Ws, = 47,1 8'1. z; = 80, 25 = 24, zy = 60, zg = 44,

ReSent:

provedeme nejdfive pou¥itim podminek valen{ pro body leZici v polech rela-
tivnich pohybd p¥islusnfeh rozkledld. Pol Py, neznéme, proto jej volime ve vzddle-
nosti x od polu P34. Smysly dhlovych rychlosti volime vSechny stejné. Plaeti roz-

kledy

31t = 32 + 21

32 V31 = V24
Wi (X + r3) = =y x, (1)
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31 =234 + 41
I P P34 V31 = Vi
. Wy, X = =y (r, + ry)
i i {2)
——-2 Ry 31 = 35 + 51
& P3'.L . — —
P35 V39 = Vg,
}Pas
wh, (2 + r3) = ~wrs

? 0242 Ot = Osa (3)

. Z{skali jeme tii rovnice
(1), (2), (3) o tdech
neznémych Wy, s,y Xa
Redenim rownic (1), (3)
obdriime

Obr, 38

Wy X+ 4,

“e X ® LTy = g,T

r3 = ""4)2{:‘2

- hJ - 3 -
“2 T2 T3 T Ay Ty R - W Ty

_ Wj‘. r2 - (Uo-f r5

“ =
iy

Tyi= Ty

ProtoZe pii PeSeni v obecném tvaru obdr¥ime slo¥ité vyrazy, provedeme hned Sigel~
né dosazeni, Moduly vSech ozubenyeh kol uvaZujeme stejné, proto misto poloméry
miZeme domadit podty szubd

62,8.80 - 47,1.44

-1
Gy, = = 81,99 &
i 60 - 24 !

Z rovnice (1) bude

-, T, = @y Ty i 62,8.80 - 81,95.24
Uy 81,99

x = = - 85,25 mm

{(uvaZujeme-1i polomdry v mm je 6% x v m).
Z rovaice (2)
wg, X ~ 85,25.81,99
w

-1
= = W = = 67 2 -]
“ Ty + 7y 80 + 24 '

Kontrolu fedeni provedeme metodou zastaveni unaSede. Plat{

wj, - wgf 25 23
Wy, = Zyr 2,

Tento virasz upravime, tak¥e bude



78

(wy, = @y )zqgz, = (w, "f"ﬁ' V2524
ey, (5523 - 3'22) = Wy, BgTy - W, 42
odtud -t

(A.JH’

a po dosazeni
47’1024144 - 62,8-80-60 ._1
w;, = = 67,2 a8
24.44 - 80.60

P¥{klad 39.

Unafed 4 plenetového mechenizmu na obr. 39 je pohdnén ozubenym soukolim
stdlou idhlovou rychlosti ez, . Vypoftéte Uhlové rychlosti planetovych kol 2 a 3
uloZenych otodné na unasdedi. Polomdry kol Jsou: ry = 0,2 my vy, = 0,05 m; vy =
= 0,1 m; Uhlovd rychlost ), = 6,5 a1,

Refiend

provedeme nejdifive z pedminek valeni. Viechny Uhlové rychlostiuvaZujeme v
témie smyslu, jak je vyzna¥eno na obr. 39. Podminky valeni budeme padt pro poly

¥ R ) Ly

25

rpaz

> P, '

4 qu ) w?."n
? Ot ) W

Obr. 39

relatimiho pohybu v nichZ je ryechlost nulovd. PouZijeme rozklad
41 = 42 4 21
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Pyo Va1 = V21
wy, (ry + 1) =ay,, (1)
Daldi rozklad bude _
31 =32 + 21
P Ve, = v
32 V31 = V24
Polohu polu P31 neznéme, vime pouze, Ze lei{ na piimce prochizejici poly P32, Pyye
Proto jJej volime ve vzddlencsti x od pélu P34. Obvodové rychlosti jesou
Wy, (X 4+ 13) = = oy, 2r, (2)
Ddle
31 = 34 + 41
P —_— —
34 V31 7 V4
Wy, X = = @y {ry + 2ry + 1) (3)
ObdrZeli jsme t¥1 rownice (1), (2), (3) o t¥ech nezndmych «y s @y, s Xo Jejich
FeSenim dostaneme
r, + T
1 2
Wy, = g Wy

by

Rovniei (3) dosadime do (2)

-‘x%,(r3 + 2r, + r1) + g vy o= -

Upravou obdrZime

79

—

2r2(r1 + 1) o

r
s

ry -r
w, =1 .,
e I"3 L2 4

Po dosezeni zadanych hodnot

0,2 + 0,05

W

- 6’5 = 32'5 8-1

0,05
01 -02 A
“ae T 0,1 P m b e

Fentrolu provedeme metodou zastaveni unaBele, toto FeBeni je jednodudsi., P¥i
zastaveni unadele 4 a uvolnéni kola 7 p¥edstavuje mechanizmus predlohu, pro kte-
rou miZeme padt (uvefujme moduly viech kol stejné)

“oss o uliy

24

- &g,

Po dpraveé

%3
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oy = 32
W,, —2 1 eO,,
23
Pozndmka :

JeatliZe Ty = Ty, pak ¢, = 0 a satelit 3 kond posuvny krvhovy pohyb. Tako-
vého planestového pfevodu se pouZivd napf. u vyoravade brambor u néhoZ je na téle-
so 3 pPipevnén nosid wvidliec.



DYNAKIKA

7.0. Dynamika hmotného bodu

7.1. Pohyb po piimce

Pfiklad 44.

Stanovte rovnici drdhy hmotného bodu, ktery je spuitén & nulovou poddtedni
rychlost{ sviele dold. Hmotny bod se pohybuje v prostfedi, které klade odpor p¥i-
mo timdrny rychlosti P. = b.v, kde b Je soulinitel linedrniho odporu, obr., 44.

LLL Ll LLlLL L s ReBeni:

Hmotny bod se pohybuje po p¥imoe v cdporujioim pro=-
gtfedf. Bod uvolnime, obr. 44 a napiBeme pohybovou
A Fr rownici

m.a-G-Pr

m
kde Pr = b,v, takZe
G m.a = G - b.v G =g
dpravou
b \
Y amge-—-vV
obr. 44 "
Dosazenim
dv
2w —
as
dv
—_—wg ==V
at m
a separaci promdnnych
v ¢
-
a /
/ : = ] dt
J &-zv J
v [N

Po integraoi v

gnfe-d ] ]

pro po¥dtelni podminky Vo o, 'o = 0, bude

-%[ln(g-sv)-lns] -t
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vdpravou obdrZime rychlost v zdvislosti na &ase

b
-gt

vaX(1-e )
b

Po domnzeni v = & bude
-84 b
de mg -=t
—a—=(1-e D )
dat b
po separaci proménnyoh s /'( b
/ -ct
/.ds-‘(ll'ﬁ-gg-em ) dt
J J e v
S5 ts

Po integraci, ipravd a dosazeni poldtednich podminek t, = O, 8, = 0, obdriime
rovnici drdhy v zdvislosti na ase

2
a-ﬂ.tq-u(e
b vl

Ble
o

PEiklad 45.

VySetFete pohyb hmotného bodu vrieného eviele nahoru pofdtedni ryc’ loati Voo
Uvafujte odpor proatfedi, ktery je zdvisly na druhé mocnind vychloati Fp = c.vz,
kde ¢ jJe soufinitel kvadratického odporu, obr, 45.

y Refiens:
Hmotny bod uvolnime a ve gmdru osy y napifieme pohybo-
vou rovaioi
m.a = -G - F
m r
kde P = o v2, takie
G T Vo
me6 = = G = o.v2
Fr .
dogazenim G = mg a Upravou obdriime rovnioi, kde zry-
ohleni je zdvield na rychlosti
\7
. am-g-So?
o
TTTTIII T
dv .
Doaazenim & = — a separao{ prom&nnych bude
dat
Obr. 45 av
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Refeni provedeme neurd{tym integrdlem

» ,

dv
——2-=-dt
3 “’_ -
"+(WZV)

¢
—;— :—gsrctg Ev--t+c1
Integradni konstantu C,' uriime z poddtefnich podminek. Pro t = 0, v = v, bude

1ymg [
Efarctg&vo El C1

dosazenim integradni konstanty a tvpravou obdrZime

] < cg
arctg\ms vo-srctg qmg"’ :x:t

po integraci

Poui#ijeme=1{ vzorce

x ~
arotg x - arctg y = arctg T_-e-—x_i,'

miZfeme posledni rovnic{ prepsat

a ddle

Vyjéddiime rychlost

déle dosadime

)
E ain 'm—gt
tgj— t =
m o
cos —Et
m

a po lprav® bude
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. ds
Dosazenim v = —
dt

po integraci
2
o c c
su—ln(vsinq—gt +“Ecosv—gt)+02
c2 o m ¢ m

% poldtednich podminek urdime integrefai konstantu Cy. Fro t = 0 je 5 » 0, tedy

2
m' ng
Cz=-;2-1n-°—-

Po doaezeni a \pravé obdriime drdbu v zdvigloati na Sase
m2 c [2 c

s = — 1ln (v ‘—ami—gt +cosq—gt)
02 0 Img m m

Piiklad 46.

Uréete jakou rychloat bude mit tdleso, pohybujici se volnym pédem, ve vzdé-
lenostl @ = 1000 m od poddtku pohybu, Ddle urdete moximdlni dosaXitelnou rychloat
(kritickou) a vzd4lenost 8, ve které Ji dosdhne. Je ddna hmotnost télesa m =

= 100 kg, odpor prostiedi je Umdrny Stverci rychlosti

P = c.v2, kde o = 0,35 kg.m~', poldtedni rychloat
TNV
v, = 0. T¥leso uvaiujlte jJako hmotny bod.
) Fr Redeni:
Humotny bod uvolnfme, obr. 46 a napifeme pohybovou
rovanioci
m
m.a = G - Pr
m.8 = G = <:.\v2
G
ProtoXe sledujeme zdvislost ryohlosti na drédze, Je
vhodné pouffit vztah
acv2) vdv
a8 = -
y 2da de

Obr. 46 takie
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Gpravou obdrZime

o
po integraci
1 2 1
== [1ln (G = ov") = In G| m -8
20 w
ddle
G 20
1n = —g (1)
G - cv? o

100.9,81 1

- ~ 52 87!
o35 3.0.35 ) = 52,86 m.s
ot

1000

MaximAlnf (kritickou) rychlost dosdhne t¥leso v okamZiku, kdy odpor prostied{
bude roven tihové sile

cv. = G

G 100.9,81 -1
v -Y--v—————-5294m.a
mwx e 0,35 '

Vzddlenost s, ve které t&leso dosdhne kritickou ryohlost vypodteme ze vztahu (1),
kde za ryohlost v dosadime v a z8 s drdhu 8,

odtud

max
G
8y = 2o (2)
20 G - OVpax
100 100.9,81

8 = In z = 702,2 m
2,0,35 100,9,81 - 0,35,52,94

Pozndmka:

V rovnicl (2) je hodnota jmenovatele G = cviu rovwna nule, tedy pFirozeny logas

G
ritmus 1n Je nel &né velky. To znamend, %e maximdlni rychlost téle-
G - evﬁﬂx

8o teoreticky dosdhne v nekonedné vzdédlenosti od poddtku., Timto miZeme té% zdi-

vodnit nepatrny rozd{l ryohlostf v = 52,86 me™! a Voax * 52,94 m.a~l,
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Priklad 47.

T3leso ti%e G = 5000 N zav&¥ené na lan& se zalne pohybqvat konatantnim
zrychlenim a = 0,5 m.8™2, Urdete aflu v land , po dobu zrychleného pohybu, pro
pohyb t&lega nahoru & dold. Hmotnost lena, hdku a odpor prost¥edi neuveiujte a
pFedpoklddejte, Ze lano je dokonele tuhé,

Redient;
Kond-1{ t&leso pohyb nahoru provedeme uvolnéni dle obr. 47, pohybov4 rovni-
ce bude
m.a =S5 -G

odtud
} S S ama + G

Z této rovnioe plyne, Ze sila v lan& je
S 24visld na zrychleni. Pro pFipad, Ze

a = 0 je tdleso v klidu nebo rovnomérném
pohybu & gila v lan& Je § = G, coZ je
staticky p¥{ped.

% posledni rovnice obdriime

G 5000
g Sa-a+G=— 0,54 5000 = 5254,8 §
g 9,81
G Y Pro pohyb dold Je vhodné osu y zvollt
g opadnym znaménkem, obr. 47.1. Plati
Obr. 47 Obr. 47.1

m.a = G = S
Odtud 5000
SaG -ma = 5000 ~>—0,5m= 4745,2 N
1

Priklad 48.

T3leso, které mse pohybovalo po vodorovné podloZce, vykonalo za Sas ty=3e
délku drdhy a, =8ma zaatavilo ge, Vypodt&te koeficlent smykového t¥eni za pFed-
pokladu, Ze na t&leso plaobila pouze tfeci sila.

ReSent:

Télego uvolnime, obr 48 & napiieme pohybovou rovnici

m,a = = T

kde T = N.£, N Je reakce ve sméru normily. Ve sméru osy y neni pohybd,take sily
¥ a G jaou v rovnovdze. Plat{

N=G G = ng

Po dosazeni a \pravé
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a = - gf
Déle dosadime

& et
N . at g

Vo

pe separaci proménnych

T 7
- /dvn-gf dat

G obdriime

Sy v=-gft+C1 {1

Ddle dosadime

Obr, 48 ds
_— - gft + C1
dat

odtud
l dg = f.(- gft +C,) at
7

J

gftz

o m - + C1t + Gy

(2)

Integratni konstanty C,, C, uréime z okrajovych podminek. Fro poldtek pohybu pla-
ti: s = 0, t = 0, Dosazenim do rovnice (2) obdriime

02 -« 0
Ne konci pohybu je & = a,, t = ¢,, v a0, Dogazenim do rovnice (1) obdriime
C1 = gft1

Konatanty C,, C, dosadime do rovnice (2}, pfi demZ na kounci pohybu je g = LN
t = t,', takZe drdha

2 2
gfty 2 &Ity
+ gft1 R

odtud
2.8

= ———s = 0,181
2 9,81.3
1

Pf{klad 49.

Vybet¥ete pohyb télesa pohybujiciho se po maklonénd rovingé dold za p¥edpo-
kladu, Ze na n& piisobi tFeci sila a odpor proti pohybu F. a2 b.v, kde b je soudi-
nitel linedrniho odporu. Uhel naklonénd roviny je « , soudinitel amykxovéno tie-
ni f, poldte&ni rychlost je nulové,
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x/
Obr. 49

Redeni:

T&¢leso, které povaZujeme za hmotoy bod, kond pohyb po p¥imce. Na t&leso pi~
asobf sfly G, N, T, Pr. SouFadny systém je vhodné zvolit tak, Ze jedna osa je rov-
i1oblZnd s naklondnou rovinou, obr. 49, Pohybovd rovnice ve siméru osy x bdbude

m.a-GsLnn{--‘l‘-Fx_

Ve améru osy y neni pohyb, proto druhd rovnice bude pouze statickd podminka rov-
novéhy

N -G cose. » 0
Pro tieci asilu plat{ T = N.f, Dosazenim do pohybové rovaice obdrZime
m.8 = Gain & - Gfcos <« - bv

dpravou

®
[}
t

G b
(8tno - fooga) ~ — v
o w

Pro zjednodudeni zavedeme

G
- (sln ot - fo08ct) = A
n
tedy
b
a=wiA-=-v
o
dv
poudime a -;—
t
dv b
— ah-=—v
at n

neparac{ promdnnych
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po integraci a dpravé

b
-E[ln(A-—v)-lnA] et
b n

vyjddrire rychlost b
mA G - =%
va— (1~ ) = —(sina - fcoax )(1 - ™ )
b by b
em
. , a8
Ddle dogazenim v = — bude
dt
> t
ds  mA o
—a—(1-e¢ ")
dt b
geparaci proménnych x £ b
. f‘ ~mt
,da-—J(1-e ) dt
v
/] 4
integraci a Gpravou
2 b
nA, ~gt
X a—t - (e -1
b b

Po dosuzeni konstanty A je dréha

x -9- (ain& = fecoan) t - = (e
b

Priklad 50.

Na zrno dopravované proudem vzduchu ve vodorowvném potrubi, pisobl sila
dmérnd druhd mocniné relativni rychlosti vzhledem k undSejicimu proudu vzduchu
F o= K(Vu - v)z, kde K je konstenta, v, je undfivéd rychloat proudu vzduchu, v je
vyslednd rychlost zrna., Napifite rowvnici drdhy rychlosti a zrychleni zrna v potru=-
bi, je-li déna hmotnost zrne m, poldteéni rychlost Vo ® 0, v, = konst, pri Cemz

vu» Ve
Reient:
vy UvaZujme, Ze tihovd sila je za-
—_—— nedbatelnd, takie na zrno plsobi
- —-—F-T‘v_'—‘—' pouge sila F, obr, 50,
—_— Pohybové rovnice je
m.a = F
X m.a = K(v, - w2 n

Obr., 50
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Dogazenim a = av bude
as

dav K

— e = (v, =v)

at @ u
separaci proménnych Y B

integraci obdriime

1 1 |
—— st
Vg = v v, ©
po Gpravé bude rychlost zrma
Kv, t
v =
Rv ¢t +m
. . ds
Ddle dosaedime v a — ‘
at $ d
2 B
ds Rv,t Kv t
= ; ds = dt
at Ke t +m - Ky t +m
u 7 u
odtud po integraci
m + Kv t

a8 t ml
-y - n
u K m

Zrychleni zrna v zdvislosti na Sase urdime bud dosazenim rychlosti v do vztahu (1)
nebo deriveci rychlosti podle &asu

2
u

at  (m + I(VuC)2

dv K
a

7.2, Pohyb po kiivce

Prikled 51,

Z trubky vzduchového dopravniku vyletuje zrno o hmotnosti m, rychlosti v,
n dopadd na naklon¢nou rovinu, Urdete vySku dopadu zrna h a dobu letu tye avird-
11 trubka a horizontdlni rovinou vihel « a naklondnd rovina uhel 4 , obr. 51.
Odpor prostredi neuvaZujte.

Relienti:

P¥edpoklddeme, Ze zrno kond rovinny pohyb v neodporujifcim prost¥edi (3ikmy
vrh}. Soufndny systém zvolime napf. tak, Ze osa x je totoZnd se stopou nakloningé
roviny., Zrno (hmotn¥ bod) uvolnime, obr. 51, plsobl zde jedind sile, vlastni tiha.
Protoie se jednd o rovinny pohyb, budeme psdt pohybové rovnice ve smdru osy x &
03y y. Plati
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Ae
Obr, 51
m.a, = -G 8lng m.ay = - G cos v
Rovnice upravime
ax--gsm/.ﬁ ay--gcosJ
dosad{me
dv dv,
a_ = —X a, = —L
o at Yooat
Po integraoi obdriime
vx--gt 8in 5 4-C1 vy--gt cos s + Gy
ddle dosadime
v =& v, =&
*oat yooat
po integraoi bude
X = gtzsinﬁ+ct+c y gtzcoa"+ct+c
o 2= - — p
2 1 3 2 2 4

Integradni konstanty C,‘. 02' CJ. 04 uréime z okrajovych podminek. V okamZiku, kdy
zrno opoudti trubku plati ve smiru osy x: t = 0, x = 0, A vooos( “ =,5), PO
dosazeni bude

Cy =03 Cy= voeon( o - 4)

Ve sméru osy y plat{: ¢ = 0, y = 0, v, = v sin(« = ), po dosazeni

vy

04 =03 Cypm vosin(d- -4



99

Dosazenim integrednich konstent do rovnic pro drdhu obdrZime
) zt?
X = vocos(a_ =A%t - T sin /2
2
t
y = voam( =)t - g cos /i
2

Dobu letu zrna t, uréime z rovnlce drdhy ve améru oay y. V okamiiku dopedu zrna
na naklonénou rovinu bude y = 0, tedy
8
0 = v sin(ol -/3)t, = s ces s

odtud 2v _sin( L -,3)
ty -

F-4 cos//.%

Z rovnice dréhy ve smiru osy x urliime odlehlost X, dosazenim ty

% 5yl : 2
2v_gin(« = /A4) 2vitg Aain® (oL = 43)
X, = vocos(oﬁ -4y —2 - R Rt
g cos 4 g cog, i

ku dopedu zrne urdéime z obr, 51

h o= x,sinf

po dosazeni 2v2
N
h = —S—° tg I:sin( ® =n)cos{ ® -/3) = ein“( -/J)ts/ij

Piiklad 52.

VySetPete pohyb hmotného bodu wrieného ve vodorovuém amiru rychloati Vor
UveZujme, %e bod se pchybuje v prostiedi, které mu xlede odpor umérny druhé moc-
n{n& rychlogsti Pr a c.vz, kde ¢ Je soulinitel kvudrstického odporu, obr. 52,

feZeni:
Jednd se o rovinny pohyb
hrotného bodu (vodorovny
vrh) v odporujicim pro-
gtPedi. Budeme piedpokld-
dat, Ze c = konst.,n Ze
odpor po celou dobu pohy-
vu Je dmErny Etverol
rychlosti, Odpor prostie-
a1 ve skutelnoati plscbi
proti rychloati (pohybu)
y bodu, z diyodu Jednodub&i-
no matemaiického Fe¥eni
budeme viak pohyb Fedit
ve alo¥kdch., Zvolime sou-
Obr, 52 fadny aystém x, y a odpor
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. P —
rx? F__, nebcft plati Pr = Prx + Px_g

Ve sméru oay x na bod pisobi pouze asila Po.x» Ve sméru osy y tihovd eila G
a Fry' Pohybové rovnice budou

rozloiime do sloZek F

m.ex=-P m.a, = G - P

™ y ry
nebo 2

2

n.8, = - OV m.ay -G - cvy

HeJdiive provedeme riteratické Fefeni diferencidlni rovnice ve smiru osy x

c 2
a - ; vy
dvX
Dosadime by =
dt
dv,
—x . _%2
at m X

po separaci proménnych, pil femi v__ = v

ox o
]
[ '
v
’_",_2 at
2 m

e

2

a integrsci

x o
odtud
nv
. v, = o
t
m o+ ov,

dx
Dosazenim Ve ™ ; a geparaci proménnych

X 13
! ! oav

dx = o

. dat
, o+ cvot
2 a2

Po integraci & Upravé obdriime rovnici drdhy ve sméru osy x
m cv
x a=1n (1 + —2 t)
c m

Déle budeme Feliit diferencidlni rovnici ve sméru oay y

G
a, =

c
- ==V
Y n m

“w N
=}
"
&

¢ .2
ay:g-;vy
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Dosadime

3eparaci promémnych a dpravou, pri dex¥ Yoy ® 0, bude

r{' ot
1 dv,
- —d— 2 at
& 1_°_v§ ;
0 g 0
Ddle zavedeme
1 1 1 1 e
kzz-;( + ) ; kde kz-—
t - vy 1+kvy 1-kvy ng

docazenim, integreei a vipravou obdrif{me

1 n . o
2 2 vy «mr == =t
2 log g ¥ mg ¥
delii dpravou obdriime vzteh pro rychlost ve smiru osy y v zdvislostl na Zase

2u§t

m -1
20

s

— (e + 1)

ng

.V)"raz na pravé strand rovaice upravime
cg cg
E

+

V.

¥

protoZe hyperbolickd funkce tghx je obecnd definovdna vztahem

X - 7%

tghx =

ex+e

obdriime po doaazeni vyraz pro rychlost
c
E tgh ;‘. %
¢ m
. dy
Pro vypolet drdhy ve sm¥ru osy y, dosadime do posledni rovnice vy o ==

at
“WG WOE
= tgh |— t
< te m

geperaci preménnych dostaneme



¥ ¢ .
ng g i
(dy - L /:ghL tat .
]

J
4
Integraci posledni rovnice e \pravou obdrZime

\e
y=21n(ccsh t)
< n

Piikled 53.

Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje pisobenim vlastni tihové gily z klido-
vé polohy v nejvy#Eim bodé polokoule po jejim povrchu, Urdete v kterém mistd se
bod oddili od polokoule & jakou bude mit rychlost. Smykové t¥eni a odpor vzduchu
neuvaZujte.

Reeni:

P#1{ pohybu na hmotny boad
pisobi tihovd sila G a
reakce ve gméru normély,
obr. 53. V p¥ipadech, kdy
Je urdene trajektorie

hmo tného bodu (vuzba bodu
na kiivku) pouzivéme
v&t&inou piirozeny sou-
fadny systém (privodni
trojhran). Pohybové rovnti-
ce napifieme ve sméru teday
& normdly. Plat{

m.ey = G gin ¢

m.a, = Gcos; - N

Obr, 53 .
Redenim rovnice ve amiru
teény obdriime
ay = g siny
ProtoZe nesledujeme fasovou zdvislost (Fedeni je matematicky sloZitdjii),pouiije~
me vztahy vdy
a = T i ds = r dy
dosazenim
vdy sin
rdy & 4
v (.‘/’
vdv = gr ! singd
_/ ar ya¢
0 0

po integraci a \Upravd

v2 « 2gr(1 - cos ) (S)]
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V miat®, ve kterém se hmotny bod 0dd&li od povrchu polokoule, bude reakge N rovaa
nule. Do pokybové rovmice ve omiru normdly tedy dosedime: ¥ = 0, a = le- , Pe
V2
m T = mg co8 @,

0Od tud 2
v

coa ¥y = —

ar

& po dosezeni rychlosti

2gr(1 - cos ,3,) 2
co8 ffp ® ————=—— 3 cog {p = =
gr 3

Dosnzenim \thlu (/ do vztahu (1) obdriime rychlost v okamZiku odddleni bodu od

plochy

2 2
vy = 2gr{1 - 5 )/ odtud v =

Piiklad 54.

Hmotny bod, ktery je zevifen no nehmotném vidini, se v nejniZii poloze za-
éal pohybovat rychlosti Ve Jeho pohyb nahoru je 2 poddtku po kruinilci, aila ve
v1ldind postupnd klesd ai v uréitém okamZiku Je nulovd a bod ge zalne pohybovat
volné prostorem. Urdete rychlost Yo tak, aby bod pii pohybu dold profel bodem zé-
végu vldina, obr. 54. Odpor prostiedi a tuhost vlidkna zanedbejte.

Redeni:
rozdélice na dvé Zdsti.

Y prvni ddeti se bod pohybu-
Je po XxruZnicl z bodu A do
bodu C 2 ve druhé ddsti se
jednd o Sikmy vrh v bezodpo-
rujicim prostiedi, Pro prvni
Edgt Fedeni nakreslime bod
v poloze B, zvolime soufadny
gygtéum a napiBeme pohybovéd
rovnice

mesty = - G gin ¢

el = S5 -G cos
¥lgto, ve kterém sila ve
+18m& klesne na nulu jJe
oznaden bodem C, Jeho rych-
lost vg vypofteme z pohybové
rovaice ve gméru normily

2

v
S-O;an-;—;G-mg

Qbr. 54
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po dosazeni

2
VG = ~ Br con g (1)

Ohel vlékna ¢ vypolteme z pohybové rovanice ve sméru tedny. Plati
G ()

2ds | 2rd,
aev?y
—— = -gain,
2rayp
4% e

d(vz) = 2rg s8in, d,

A 4
vg = vi + 2rglcos, = 1) (2)

Dogezenim rovnice (1) do (2) obdrZime thel ,;

- greos,; = vi + 2rg(cos/' -1

2rg - vi
o8 % = ———98 3
con % 3re (3
2 v
7. = arccos(s = —2=
re 3 3rg

Dosazenim vztahu (3) do rovnice (1) obdriime rychlost v bod& C
- q( 2 _ 2rg)
Vo 3 Vo = 278

Pro Fefieni v daldi 3dstil (Sikmy vrh),zvolime v bod® C novy souradny systim x,y.
Pro thel « plati

wm n-y

Uvolnéni hmotného bodu v bodld € je na obr. 54,1, Pohybov( rovnice joou, ve emiru
osy X

FeSenim

Ve T konst = Veox

T m X a voeos + b
-
-~ v - A
/ e aniru osy y
/
X / m.ay =2 -G
ay=-8
vy - VCy - gt
obr, 54.1 gt?

y=vcamxt ~
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VylouZenim dasu t, obdrZime rovnici drdhy y{(x). Tedy

y=x tg & ~ —'Tg_T x2
2vgco8” .-

pro L= 4 =,
ye-Xtg, -y X
2vccos [

co% je rovnice paraboly. Aby tato parabola prochdzela bodem D, musi platit

y = r cos .

x =1x gin
tedy ZX‘Z s in2 ..
rcos;. = -rsin; tg, - - (4)
vgeos®
Po dosmzeni vztahu (1) do (4) bude
rzsinz’,';

r cos,, = =1 ain, tgy = - 07—
re e S Te 2(-gr cos, )cos

upravou ainzl/;: smzn
cog, a = +
i co8 ¢ Zcos,:_ cosz/z_

a ddle dosezenim
sinzn =1- coszz/t‘_
obdrZiime
1 1
A ) =0

cosz'/c 2c0st fe 2

< 1
Z posledni rovaice, kterd md dva koFeny, uréime tihel FAR Reden{ —g— =0 nemé
redlny omysl. ReBenim coa"

obdrZime

& dosazenim do vztehu (3) bude hledand rychlost

v, = vrg(Z )



Pfikled 55.

Hmotny bod, ktery je uvailt¥ svislé kruinice se zedal pohybovat v nejniZsi
poloze pofdteini rychlosti v . Urfete dobu potfebnou k dosaZen{ horni polohy, zd-
vialost remkce na poloze a minimélni rychlost v, kterou musi mit bod, aby probéhl
vrehol ¥ruZaice a neodpadl. Tienl & odpory protl pohybu neuvaZujte.

ReZeni:

Pohyb hmotného bodu je vdzén
na dokonale hladkou vélcovou
ploohu (kruZnici). Na boed pi-
sobi afla tiZe a reakce od
podlozky, obr. 55, Pro zvoleny
gouiadny syatém ve smiéru teény
& normdly napiSeme pohybové
rovaice

Refy = = G ain ¢

m,a8, = N - Gcos o

n
Budere iefit pohyd ve smiru
tedny, takic dosadime
av®)  av®)
By mxpta —— = ———
2ds 2rd i

Obr. 55 tedy
ay = - g ain |

M - ain ¢
) . 2rdg | 0 87
geparaci proménnych . i
,’/‘ § 2 s
J a(v®) = - 2gr _," atn g oy
Yo E)
po integreci a Uprav® obdriime rychlost

Vo= ‘vi+25r(cosf— 1) (n

ds d 4
Ddle dosadfme v « et r—d{
. o
Et_-/. \ivi + 2gr(cosy - 1)
po separaoi proménngch ¢
, -

! i rd"f
j dt =, ————
; ; dvg + Zgr(cos/':v -1

pravou strenu rovnice upravime

1-cosy = 2 sinz 5— a2 sinz//



4

a provedeme substitucl 7 =¥

Ay e 2d 4

= kz; takie obdriime
Y
2 "/ dy
b=

P
Yo 2,2
2 11 - k"sin"y

ddle zavedeme dgr_
5

PFialudny integrdl je iplnym eliptickym integrdlem prvnihe druhu, jehoZ Fedend
provedeme podle piirudky "Rektorys: I'fehled uZité motematiky", kde je oznafen
&

ra
W, a'y W 1 1.
F (ko) = [_——L';_T - EE P DEE 4 (A }
11 - K%atn *
5 ¥
A - 2 _ dgr ; . .
Pro néd pripad F =4, t.j. ¢ = 7 k® = —5 5 8¢ omezime pouze nam prvni dve &leny,
v,
o
tekie vysledek bude pFibliZny {
; - 1 e  agr
P, 2) 82 14 (%@ | oy 28 -
2 2 2 2 g2
o
Dosazenim obdriime Zas
2 s 7 gY ir , o
ti—(2—-+ g)=——(v§+21;x-) = oSy
Yo ‘v v
o o
7 pohybové rovnice ve sméru normdly vypolteme reakci
92
N = m.a + G oosy a“.r—
Dosazenim vztahu (1) bude 2
2 2
\vo + 2gr(coa p - 1) vy
¥ = m( + 8 coap) am|—= + g(lcos y° - 2)
r

r
HejmenSi reakce bude p¥l minimdlni hodnoté ocosy", t.j., pfl coay = - 1, )a-/'/',

coZ je v horni poloze, tedy
2

v
[}
Nogp = m(r— - 5g)
Aby nedeflo k odpadnuti bodu od krufnice, musi byt X0, tedy vi > Sgr , &im%
je urdena téZ minimdlni poldte&ni rychlost Vo
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Poznémka :

Refien{ tohoto pF¥ikladu se Seato provddi pro malé dhly ¢ » pro které plati

siny % ', takie nelinedrni diferencidlni rovnice

rw'+gainey =20
doatane tver linedrni diferencidlni rovnice

e 8o
r

Jeji% releni Je provedeno v kapitole 8.1 - volné lonitdni,

Vv prikladech 53, 55 neuvaiujeme samykové t¥eni, coZ Je pouze z divodu mate-
matického Fedeni, Napsdni pohybovyeh rovnic za piisobeni t¥eci sily a daldich odpo-
rd Je jednoduché, aviak matematické Fedeni tlchto rovnic je znadn& gloiité.
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8,0, Kmitdni s jednim stupndm volnosti

8.1. Volné kmiténi

Piiklad 57.

Urdete dobu kmitu t¥lesa zavéSeného na dvou véloovych pruiindoh, kteréd jsou
k t&lesu pFipojeny vedle aebe, obr. 57. Je ddns hmotnost t8lesa m = 0,5 kg & tu~
hosti pruiin k, = 24 R k, = 34 Rom™?,

Refien{:

Téleso zavd3ené pna pruZindch kond
volny kmitavy pohyd s jednim stupndm
volnosti. Piedpoklddejme, Ze pruZiny
jsou v rovnovdiné poloze nezat{feny,
t.zn., %e nebudeme uvaZovat pFedpdti
prufin ani tihovou &{lu {uvedend si-
ly jsou v rovnovdze), Na t&leso tedy
pisobi afly pouze od pruZin,
Pohybovd rovnice dude

K,y Ky

Fa, P - .

AR

AR
3
TR

m.a = ~ Fd‘l - sz

abr. 57 Pro vélcové pruiiny, pokud jsou na-
namdhdny do meze Umérnosti, plati
linedrni z4vislost mezl deformasi a pisobic{ silou, tedy

Pd1 - k1.x ; Fd2 - k2.x

Po dosazeni do pohybové rovnice obdriime

m,a--k1x-k2x--(k1+k2)x

vpravou x
x"+ﬂx-0 P -0
m
Ky + kg 2 .
kde vyraz ———= = 2". Vliastni kruhovd frekvence R tedy bdude
m

B

a doba kmitu

20T 2% m o
P e = .27" .27‘1 »> = 0,583 a
2 vk‘I + X, Y, + 124 4 34
m

Z Yedeni vidime, %e dvé prufiny zapojend vedle sebe mifeme nahradit jednou pruii-
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nou, kde vyslednd tuhost se rovnd soudtu tuhosti obou pruiin.
Pro pruiiny p¥ipojené k t¥lesu vedle sebe obecnd plati, %e vyslednd tuhost

owly + Ky 4 oeaeee + X

P¥iklad 58.

Urdete dobu kmitu télesa zavéSeného na dvou pruZindoh pFfipojenych k té&lesu
za sebou, obr. 58. Je ddna hmwotnost m = 0,5 kg, tuhosti k1 = 24 N.m", ky =
-1
= 34 Nom™

Redeni:

UvaZuj}me, Ze pruZiny jsou v rovnovdiné poloze
nezatiZeny. P¥i vyohyleni t&lesa z rovnovéind
polohy o délku x se poloha bodu A, ve kterém
Jegou pruiiny apojeny, vychyli o délkm xyav
pruZindch budou sily (neuvaZujeme predpéti
pruZin)

Fag = 4Ty 5 Fgp = kp(x - xy)

Pohybovd rovnice bude

me = - in(x -~ x,)

V bodé A mugi byt rovnovdha sil, proto plafi

Obr, 58
kyx, = k(x -~ xy)
odtud
x, = e x
k1 + K
Po dosazeui do pohybovéd ravnice a dpravd obdri{me diferencidlni rovnici
k
x" + ———152————'x -0
wi, + kp)
Dobe kmitu télese bude
2% Ky o+ 24 + 34
T - .zrrV 1%, -zif\,! 0,5 = 1,184 a
Xyeks Ik 24.34
(ky + kp)m

Dvé pruiiny pripojené k télesu za sebou, miZeme nahradit jednou pruiinou je-
J1% vyslednd tuhoat je
k1k2

k1 + Ky
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obecné
1 1 1 1
~ 3= 4+ = 4 sesere + =
,
X ky K, Ku

Pi{klad 59.

Urdete dobu kmitu a frekvenci télega zaveéBendho ne wdlcové pruXind, kterd
je pripevnéna na konec vetknutého ocelového nogniku, ktery povajiujeme za listovou
pruzinu, obr. 5%, Je déna hmotnogt t&lcsa m = 10 kg, tuhogt vdlcové pruiiny
ky, = 1500 )l.rn”, modul pruznosti wmateridlu listové pruiiny E = 2,1.1011 H.m_z,
rozméry listové pruZiny 1 » 0,8 m, h = 0,07 m, D = 0,05 m.

\ Redenis

7 . Uvazujmze, Ze pohyb télesa je
pouze ve avialém sméru. Tuhost
: listové pruZiny iy vypolteme
'1‘9 7 ze vztahu pro jednotkovou de-
o formaci, t.j. z posunuti kance

-
I

ke nosnikxu ve avislém sméru, Je
A déne vatehen

3EI

-
m LEEE
kde E je winl prufnosti v tu-
by, I momeat setrvalnosti pri-
Obr, 59 Ffezu; pro obdelnikovy prifez
v nekreslend poloze je

1
e g’
Po dosazeni
3Ew®  3.2,1,10'.0,05.0,013 _1
ky = L L5127 Tm
12.13 120,87

Troto%e pohyb uvaZujeme pouze ve svislém emérn, miieme pFipojeni pruiin k téleau
povaiovet za epojeni v gerli (za asebou = viz pf. 58). Pro vyslednou tuhost tedy

platd vl
DL o= \[_E
) p “ m

Xy o+ i

Odvud doba xmitu

ki, { 5127.1500

2 glky o+ \-‘512 1500
Te o 2d \"—Zm Ty e T R T

a freyvence kmitdni
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P#{klad 60.

Hranol hmotnosti m = 30 kg, rozmérd b = 0,4 m, 0 = 0,4 m, & = 0,5 m je pono-
fen do kapaliny hustoty ¢ = 1000 kg.n?. Urdete rownici drdhy a dobu kmitu, jestli-
Ze hranol vychylime z rowvnovéiné polohy o vzddlenost x, = 0,2 m a pustime jej,
obr, 60.

b
FVX
¥
o — — — Fy
- - - G
Obr. 60

Redeni:
¥V rowovéiné poloze jaou tihovd sile hranolu a vztlakovd sila v rovnovdze

Ga P,

odtud miZeme vypo¥itat,jak hluboko je hranol ponoren do kapaliny jestlije je v
klidu
mg = b.c.Xype ¢ 8

m 30
Xgyg =T =
bcf 0,4.0,4.1000

20,1875 m

Vychylime-1i hranol z rovnovdiné polohy o vzddlencat x, zméni se vztlakovd sila
o hodnotu

F"-bcxeg

ProtoZe veliiny b,c, # ,g jsou kongtantni miZeme vztlakovou silu povaZovat za di-
rek&n{ sflu, kterd vraci hranol do rovnovéiné prlohy & jeji velikost je piimo
Gmérnd vychylee x., PFi zanedbdni pasivnich odpord, bude hranol vykondvat volny
kmitavy pohyb.

Pohybov4d rovnice hranolu, pro soufadny systém zvoleny v rovaovdiné poloze
bude

m.a = = F_
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Gpravou obdriime diferenciélni rovnici
2
d’ cb
e Lere |
dt m

b, - ; - .
_Qﬂ = Q7 je vlastni kruhovd frekvence. ReBeni této rovnice jo

kde
x = Asin(S2t + &)

kde A je amplituda vychylky, ¥ - fdzovy posuv,
Pro poédtedni podminky I = X, = 0,2 m, va Vo =20, t = ty = 0, bude

2
v
=yl 2 o« fo,2% -0
X_J -
o W
tgy’-—-v 200 z/7._2‘

takZe rovnice drdhy bude

\| 1000.0,4.0,4.9,81 =
x = 0,2 gin { +49'-t+é—)-0,20057,23t
3

2
T m —— o 247

a doba kmitu

Py

. 30
24 | ———————— 2 0,869 8

£ beg 1000.0,4.0,4.9,:1

Priklad 61,

P¥i apoudténi klece vytahu konstantni rychlosti v, 9e néhle zasckl vrchni
konec lana, Uréete maximdlni silu v lané, maximdlni prodlouZeni lana vlivem dyna-
mického zat{%eni, vlastn{ kruhovou frekvenci a dobu kmitu klecec pro dané hodnoty:
hrmotnost klece m = 2000 kg, tuhost lana k = 4.10% N.m™', v, = 0,8 ma”'. Hmotnoat
lana & pasivni odpory neuvaiujte.

Redien{:
P¥{ rownomdrném pohybu, obr. 61, Je sf{la v lan¥ rovna tihové sile klece

G «w m.g = 2000,9,81 = 19620 N

V okamZiku, kdy se lano zasekne, bude klec konat volny kmitavy pohyb, nebot lano
miZeme povaZovat za pruZinu s danou tuhosti k, obr. 61.1. Pohybovd rovnice pro
klec bude

m.a-G—Fd

pii Eem¥i gila v lan& Je

Fy = k(xgy + x)

kde Xat znadi statické prodlouZeni lana, které urdime z rovnovdindho atavu,kdy je
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k
X
st Fa
X
v
|
G
Y
G
Obr, 61 ’ Obr. 61.1

klec v klidu nebo rovnomérném pchybu, plati

G-kxst

Dosazenim tohoto vyrazu do pohybové ravnice
m.a-G-kx“-kx

a lpravou obdr¥ime
m.,a w = k X

x"

k
+=x =0
m
coi je rovnice volndho harmonického kmiténi. ReSenim této rovnice obdrifme

x = A sin(Rt +¢)

kde amplitudu vychylky A a poldtedni fdzi 4 uréime z poddtednich podminek x = 0,
VeV, t=0, které dosadime do vztahi

v, X, 5T X

Aal? 2 i tgp = 2 5 Qe =
Q L

£ Yo o

Odtud

o 2000,0,82 6
04 =2 o |— " .
A= " 4,105 0,05 =
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0.
tg ¢ == 0 ,odtud /= 0
o

Amplituda vychylky A urduje maximdlni prodloufeni lana vlivem dynamiokého zatiZe-
ni, Vlastni kruhovou frekvencil urdime

X 4.10° 1
e=yz- 4 Tooe " M e

dobu kmitu -
2n ~ m
’I‘-n-—-Zu v;.o,uu

MaximAlni sila v lan¥ bude soudtem tihové sily a maximélni dynamické sily

s = koA = 4,107,0,056 = 22400 K

wax * & * Sqgm 4 Sayn

Spax = 19620 + 22400 = 42020 N

8,2, Kmitavy pohyb tlumeny odporem vméraym rychlosti

P¥iklad 62.

T8leso p¥ipojené k vdlcové prufind a k tlumidi, jehof odpor je Vmdrny rych-
losti, bylo vychyleno 2z rovnovdiné polohy o délku x, = 0,1 m & uvolndno, obr, 62,
Urdete rovnici drdhy, dobu kmitu a logaritmicky dekrement pro ndsledujici hodnoty.
Hmotnoet t¥lesa m = 3 kg, prufina se silou 20 N protdhne o 0,05 m, p¥i rychlosti
0,01 ms~' je odpor tlumide: a) 0,2 N

b) 20 N,
Pasivni odpory neuvaZujte,
X
_—
b
k Fa. F
4 m 1

[TTT7777777777 7777777777/,

Obr. 62

Redenis

T8leso vykondv4 kmitavy pohyb tlumeny odporem ‘imdrnym rychlosti. Na tdleso
p¥i pohybu plsobi pouze direk¥ni sila Fa sfla od tlumile Pr. T¥eei silu ani
dal®i odpory neuveZujme.

Pohybovd rowvnioce bude

m.s--Pd-Pr
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Je3iz Fefieni jJe

Velikost reakce F urdfme z rovanice ve sméru osy z, odkud
'
N =2m WyyX3o

Po dosazeni relativni rychlosti, kterou obdriime derivacy relativni drdhy podle
asu (viz pFikl. 69, gtr. 130), bude

o= 2mewy, X sinh(wy, t)

Soustavy hmotnyeh bodd

PPiklad 71.

Na lané vedeném pres drsnou véleovou plochu Jsou ne obou koncich zavédena
t&lesa § hmotnosti my =3 kg, my = 1% kg, obr. 71, Soudinitel smykového tieni me-
z{ lanem a vélcovou plochou £ = 0,1, Uhel opdedni B =« 180°, Urdete zryohleni té-
les a gily v lané za predpokladu, Ze leno Je dokoaale ohebnd a jeho hmotnost je
zanedbédna.

Redent:

Télesa vykondvaji posuwvny pohyb, proto je mil-
Zeme povaZovat za hmotné body (soustevu hmot-
nych bodld), Pro Pelenf poufijeme metodu uvol-
novéni, p¥l nif pro ka¥dy uvolning bod napi-
gewe pohybovou rovnicil. UvaZujme, #e pil pohny-
bu bude bod 8 hmotnosti m, klesat, obr. T1.

Pohybové rovnice jaou

oo, = 51 - (}1
mya, = G2 - 32
Tyto rovnice doplnime kinematickou zdvisloot{

S.llszu&

a ddle Eulerovym vztahem pro vldlnové tieni

£4
Obr. 71 Sp = Sqe

Redenim t8chta rovnlc obdriime
S, = ma + Gy = m,(a + &)

Sz-Ga-mza-mz(g—a)
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dosazznim do Bulerova vztahu
ny(zg ~ &) = m(e + gef?

odtud zrychlen{
&(m, - m1ef'a ) 9,81(15 - 3e%r 1My

£4 0, 1.
By + mye 15 4+ 3e™?

a

Déle vypodteme aily v land

Sy = m(a + @) = 3(5,59 + 9,81) = 46,2 ¥

5, = my(g - &) = 15(9,81 = 5,59) = 63,3 N

rii¥lad 72,
Dva hmotné body A,B jsou spojeny tuhou nehmotnou tyéi délly 1, obr. 72,
Bod A Je veden po ovislé plole, bod B po vodorovné plode, pritom bad B je apojen
s vélcovou pruzinou délky 1, @ tuhosti k. 0b plochy jeou dokomale nladké., Tyd je
na pofdtku ve svislé poloze a nepatrnym posunutim bodu B ve smiru oay x se domte-—
ne do ponybu, Ur&ete rychlosti obou boddl pro obecnou polohu urfencu soufadnici
¥ > 0, je-11 klidové poloha bodd Yor Xg = C»

Reden{s
UveZujme, Ze pruZina jc dostatednd
A N mikkd, tekfe dojde k pohybu tye,
A Pro soustevu hmotnyeh bodd platf,
S Ye prirdstek kinetické energie sou-
N gtavy hmotnych bodlh mezi dviéwma polo-
Y Ga | homi je dén praci vnfjiiich a1l rezi
NB timito poloheami, Tedy
S k
. P 1 {m v2 + v2) - 0=
Vel 2 AT PR T
x Ca =—-/G_Qdy-/}:xdx
lo Yo *o
po integraol obdriime
1
2 2
= {w, ¥, + m,vp) =
Obr, 72 2 aTA* TpTB

2 2
X —'XQ
- - Gy -3y -

Protcie se jednd o soustavu s jednim stupndm volunosti, jsou hodnoty x, y & )

v, vdzdny vztehy
B I

ToVg + Jo¥y = Q
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2 t¥ohto rownio vyjédrime

N :
2

pAA/Y 2 ’2'1\

I A v

i =
x B 2

V_B-

a dosadime do prvni rovmioe

EaA 2.2 .2

1
;(mAvi-rmB A) m -Gy ly - 3) ~ K (

Po pravd a dosazeni po¥dtefni podminky x, = 0, obdriime ryohlost bodu A v zd-
visloati na odlehlosti y

[2 GA(yo -y + k(yz - 12)] (2 . yz)
2, (12 = 7)) + myy?

a ryohlost bodu B

11,0, Momenty sstrvadnosti

P¥iklae 73,

UrZete hmotnostni moment setrva¥nosti vdlce k jaho podélné oame. Je ddn po-
lomdr véloe r, vyd#ka h, hustota q , obr. 73.

L | (>

Obr. 73



Re#ien:
Vytneme element, jeho? zdkladna md tvar mezikruZff a vy&ku h., Hmotnost ele-

mentu Je
dm = 2% r,'dr1h ?
elementérni moment setrvafnosti
2 —
I, = am v} = 27 Parn e
Celkovy moment setrvadnosti

R
I, = 27 hg/x-%dr1
[

po integruol 4
I, =27 ne=
4
Dogsadime-11 do posledniho vztahu hmotnost vdloe m = Frth obdr¥ime
I =

o 2

Piiklad 74,

Urdete hmotnostn{ moment setrva&nosti pravodhlého Styibokého hranolu k ose
% prochdzelic{ jehe hranou, obr. 74, Rozméry hranolu jsou a, b, ¢, hustota [

Y

Obr. 74

Rebenf:

P¥iklad mi%eme Ye¥it napP. tak, %e na t&lese vytnexe elementdrni hranolek
o rozmdreoh dx, dy, dz, poufijeme vztah pro elementdrni moment setrvadnosti k ose
a trojndsobnym integrédlem urdi{me moment setrvadnosti oelého tdlesa. Toto Yekeni
je pomdrn& obt{¥né, proto je vihodnd33{ pouift vztahm vyjadiujifof zdvislost mezi
osovym a rovinnymi momenty setrvafnosti
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= Ty * Ixs
Pro rovinné momenty setrvadnosti plati (obr, 74)

dey = dm, 2

kde dm = u.c.dz.e , dosazenim

b
2
I:y-acfi/zdz - 3
4

Podobné »
dez a dm.y'

dm = a.b,dy.
qu

f abo
{2 e
I}z = sb?}r ydy = 3
0
Hmotnost celého hranolu
m = a.boe

po dosazeni obdrZime 5 5
agb abo”o m
. = e+—'—=—(b2+02)
3 3 3

Prikled T75.

Uréete hmotnostni moment getrvadnostl koule k ose prochdzejici jejim stie~
dem, Je déna hmotnost m, polomér r, hustota o .

Re¥eni:

Vypodet momentd setrvadnosti u vEtdi-
ny téles je moZné provést rlzaymi
zpldsoby. Proto ei na zadaném pilkla-
dé ukdZeme t¥i rizné postupy pifi fFe-
y Beni.
a) Ve stFedu koule zvolime soufadny
X ayatém a ve vzddlenosti x vytne-
me element dx na poloméru y, obr.
75.1. Moment setrvadnogti elementu

X ose x bude

1 2
a1, = 2 yam

e am = 7 ydx
Obr, 75.1 Z obr, 79.1 plati

X =2ralny jdx wrcospdp
y = rcosy

Po dosazeni bude moment setrvainosti koule
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iL
b3
I = %-ﬁ‘g rsfcoasfdf

(o)

Integraci vyrazu aossy d¢ provedeme podle redukdnibo vzoroe

z k)

1 16

/cossydf - [:-;- ainycoa“y + i—.; siny(?. + coszgﬂi—l - ;;
I i
"z z

takie
1 16 8
~ 5 o v
a ~fer? — = —%C r
g o o
. 4"1-3
po dosazeni m:;l! 'p bude

2

2

=—-mr
I p

b) PouZijeme vztabu mezl poldrnim a osovymi momenty setrvednoati, plati

o * Iz)

I 1(I I
=2 x + Iy

p¥i Zem% pro kouli platf

Ix=Iy-Iz

takfe bude

) x
X
Poldrni moment setrva¥nosti urdime,
obr. 75.2
2
de = dm ry

kde dm = 4/7x%dr1€ , po dosazeni

r
I = 47p/ridr, = 27p 5
Obr. 75.2 Pjrydry =579
(2
dosazenim
4'-!'3
o= =TrQ
3
bude I -Z-xnl'2
P 5
ad1 Zas?
a e = =mr
Ix 5

¢) Osovy moment setrvainosti je roven soudtu rovinnym momentd setrvadnosti k ro-
vindm navzdjem kolmym, tedy

I I+ Iy
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pro kouli platf Iz = ny , takie

Ly =2 Iy
Moment setrvanosti k roving xz uréfme, obr. 75.3
2
y clIxz = dm.y
2
kde drt = ¥ x°q
X yQ
2 2 2

a ddle x° =r° -y

po dosazenf

r

~ 2 4 -
Ixz =ll€ (rz- yz)y dy = E Ilfr5

-r
takie

8 5
IX-ZIXZ-Enex‘

4
)
dosazenim m = 3 fre’p bude
. 2 2
Obr, 75.3 Ix = —-m r
5

P¥iklad 76.

Urlete hmotnostni moment setrvadnosti rotadnfho t&lesa,zobrazeného na obr,
76, k oge X pro obecnou funkei y = f(x), Je-1i déna huastota t¥less (J . Vypolet
dédle provedte pro vdlec & kufel.

y =f{x}

. =

X2

Obr. 76
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Reden{:

Na tdlese vytneme elementdrni desti®ku dx a vypodteme jej{ moment setr-
va&nostl k ose x (elementdrn{i hmotnost nékdy vyjadfujeme druhym diferencidlem)

~ 2
ar, | = 2Tydyedx.y

4

Ym
y,
- 270 dx dy = 2 %y et
el ¢ /yjy edsr‘1
2

Moment setrvadnosti celého tdlesa obdriime soudtem momentd setrvadnostli elemen-
tdrnich destidsk, D¥ive vdak jJe nutné vyjddrit porndnlcl Yy Jako funkel x,

= £(x) X
"’ [r(x)] ax

X
'r
Tento zpdsob pou¥ivédme, jeetliZe pri Fedeni nechceme pracovat s dvojnym integréd-
lem. Stejny vysledek obdriime pouZijeme-1li dvojlny integrdl
5 Im

jfszdx Pay

X 0

Pro plny rotadni vdlec je merididnovd kiivka Yy = * = konst., vydka vélce jJe h,

takie 4
3 rt ur?
= 27 dx y’dy = 27Qh = = —
& e i e 4 2
9 ¢
~ 2
kdem-llrph.

U rotaZniho kuZele je merididnovd kiivke primka, jeli% rownice je ¥y = kX,
kde k je smérnioce, Je-ll vybke kufele h, pak po dosezeni bude

5
I, -21?9//dxy3dy-2nej/ [ -2nﬁ7k4‘1

e k4n?
10

, bude moment setrvadnosti kuZele k jeho ose rotace

"l

r*n
;- 2o
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12,0. Dynamika télesa e soustav

12.1. Dynamika tdlesa

Priklad 77.

Vydet¥ete pohyd té&lesa pohybujiciho se po naklondné rovind za plaobeni
konstantni sily P, Je ddna hmotnost m, rozméry b, ¢, d, sou¥initel smykového t¥e-

ni £, tihel naklonéné roviny o . Poddtedni podminky Jsou x, = a, v, Q, to = 0.

Obr. 77

Redeni:

Téleso kond posuvny pohyb. ProtoZe toto téleso neuvaZujere jako hmotny bod
(viz prikl. 49, str. 94}, nemusi reakce N prochdzet t8%15t&m, obr. 77.

Pohybové rovnice jsou

x: m.a = Ggin o + F = T (1)
y: 0 a N - Geos ot (2)
¥ o G b c

A m.a 5 3 NoXy - Geosa = + Gelne = + Fud (3)

Rovaice doplnime vztahem pro smykové tfeni
T = N.f
Redenim rovale (1), (2) obdrifme
m.a = Gainoe + F = Gfcos o

P F
a = gaino + o- gfcosee = g{einax - fcomar) + a

Po integracli a dosazeni poddtednich podminek

F
v [g(ainu— - fcosal) + ;] t



143

¥} 2
g a |g{sin < = foosa ) + — | =
mj 2

Z rovnice (3) vypodteme polohu reakce N

ma—+G =c¢ogax =G = gl -Fa
208 8in o

N

XN-

po dosazeni zrychleni a tpravé

Googx (b = cf) + 2F(o - d)

Xy =
N 2Gfeos

Pifklad 78, on

Kotoud, ktery je ulo%en otolnd, m&l na peldtku Ghlovou rychlost w, -2063'!
Urdete za jak dlouho se zaatavi, jestliZe byl brzdén pdsovou brzdou, obr. 78, kde
na volny konec pdsu plsobila gila P = 100 N. Hmotnost kotoude m = 50 kg, polomér
r = 0,3 m, soudinitel smykovébo tfeni mezi pdsem 8 kotoudem £ = 0,25, \hel opdad-
ni 4 = 180°, D4le urdete kolikrdt se kotou¥ béhem této doby otodi.

Refent:

Smysl oté¥eni kotoude uvaiujme dle obr. 78
a ddle pledpoklddejme, Zc soudinitel tfeni
mezi kotoudem a pdsem je konstantni. Kotoud
vdetnd pdsu uvolnime a napifieme pohybovou
rovnici

Ioé = F.r - S,.r

Z Bulerova vztahu pro vldknové treni urdime
zdvislost mezl ailaml F a 3,, plati

s
S‘l = F.e
Obr. 78
po dosazeni
1,6 =1 - )
Fr(1 - ofF)
IO
2

Moment eecrvaénogti kotouke I‘> - —2- , takie
2R(1 - of4)

mx

Dobu za jek dlouho se kotoud zastavi urdime
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aw 2r(1 - T

at ur
0 ¢
2R(1 - oT %)
dw a ————= fag
mr
. w, 7
odtud
o w, 50.0,3,80
t, = - = - — = 5,03 8
2r(1 - of4) 2.100(1 - 60123 7)

Polet otoleni vypolteme

a(w’y 281 - ef9)

24 ¥ mr N
takie 7 %
. 4Rt - P
a(w™) = iy
wy, o 2
@ e e
g = -
a1 - oAy
Dogazenim ¢ = 27 , bude
2
” o W 50.0,3.80°
nw- 2. .- — = 32 ot
2 87 B(1 - eI 8 10001 - ¢1257)

-< Priklad 79.
Tenkd tyl hmotnosti m, délky 1 je uchycena otodné ve vidlenosti x od ti-
215t8, Urfete tekovou vzddlenost x, aby doba kmitu tyde byla minimdlni, obr. 79.
Redient:

Fohybovd rovnice tyle bude

Io£ = -~ Gsin¢g.x
pro malé Bhly mdZeme psdt siny & ¢,
po dooazeni obdrZime diferencidlni rovni-
¢i volného kmiténi

P G.x
pre—p =0
o

Yoment satrvalnosti tenké tyde k ose

procndzejicl t&E13tem Je . m1?

T g2

Obr. 79
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k ose o urdime Steinerovou vétou
2

1
2 2
I =I,+mx° =n(— 4+ x°)
°o T 12

Doba kmitu tyle Je a
2
I 1 1
1'-2/7“-—°=2?—(—+x2)
G x gx 12

Minimum doby kmitu urdime jJeJi derivaci podle prom¥nné x, tato derivace Je rovna
nule 12

ar 27 4 2

1
1 [ e~
1 I 2
e, (/s x)? e ——2xf
dax vg ax  12x V.g 12
X 4+ —
12x

aT

pro —— = 0, bude
12

=0
1252

Minimdlni doba kmitu bude, Jestlife tyé zavisime od t#%i8td ve vzddlenoati

P¥ixled 80,

Ur8ete dobu kmitu tenké homogenni tyde tife G1, zavdfend oto¥né v bodd A,
obr. 80. Ty& je uprostFed zavd¥ena na pruZiné s tuhosti k, na volném konci Je
upevnéno zdvaii tile Goe Predpoklddejme, e ty% jJe v rovnovdze ve vodorovné polo-
ze a prufina je p¥itom nezatiZena.

Redeni:
j Vyohylime-11 ty& z rovnovdiné po-
q lohy o maly dhel ¢, vznikne v
<; k pruZind afla
<
&5 > S ek @
Azo my T 2
= = = = — T Pohybovd rovnice bude
TR ' n
L2 1
l Io £ = =38 5-
dosazenim
12

I £ =-kX—¢
° 4
Obr. 80



146

tak¥a diferencidlni rovnice mé tvar

2
¢:l + — 7’ - 0
111112 (my + 3my)1
kde I‘,--I1 12-—+m21
3 3
po dosazeni
3k o
[ G— -
4 my + 3m, 4

odtud doba kmitu

T = 27 El_:_zfg
3k

Piiklad 81.

Vdlec poloméru r = 0,3 m, tiZe G = 300 N se vali po vodorovné podloice,
Uréete jakou délku drdhy vykond stFed vdlce, jestliZe Jeho poddtedni rychlost
byla vg, = 2 mala plisobi~1i na vdlec pfi pohydu valivy odpor, ktery je dén ra-
menem valivého odporu ¢ = 0,01 m.

N

7T 77 e 77777 7 77777

Obr. 81

ReZeni:
Véleo kond cbecny rovinny pohydb. Pohybové rovnice meji tvar

W.ag = - Tr

0 =mN-G
Ige& = Toer - Nee
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Pro pohyd stiedu plati kinematickd zédvislost ag = £.r , kterou dosadfme do tre-
t{ rovnioe, Vyjdd¥enim .8 dosazenim dc¢ prvni rovmnice obdrfime vlastni pohybovou

rovaicl

( IS) G e
m‘-;z As-- -

odtud .
Ger

2
Is + mr

as

Dosazenim
av3)
ag = 8
2d4x
obdriime
d(vg) - Ger
24x

Is + mrz
4 3
2 2Ger
d(vS) - - "_—_2 dx
Ig + mx
%ﬂ s o
vééls + m)
a =
2¢er
mrz
Fro Ig = < G = mg, bude
2 2
3ver 3.2%.,0,3
S
4ge 4,9,81.0,01

am = 9,17 m

Stejny vysledek obdriima, jJeastliZe p¥i FedSeni pouiijeme vdtu o zménd kine~
tické energie. Frotofe t¥leso kond obeony pohyb, bude jeho kinetickd energle slo-
fena ¢ energie pfiaslufejfofi rotaci a energie p¥islubejici posuwu, Platl

1 2 1 .
"m'So"_IS"’ = N.e. ¢

2 2
v, s s
kde w = -32 P w2 ———m -
r 27r r
po dosazeni
I s
—(m+ 5 v§° = Go ~
r2 r

odtud



Pi{klad &2.

Na civoe kruhového prifezu jJe navinuto nehmotné vldkmo. Vyletrete pohyb
civky, kterd zalne volnd klesat, p¥ifemf vldino se postupné odvij{, Ddle uriete
s{lu ve vldkn¥®, jestliZe na poddtku méle civka nulovou rychlost, obr. 82.

Je ddna hmotnoat civky m, poloms$r r, moment setrvadnesti{ k ose prochdzejicy strfe~
dem Ig.

Retent:

Civka kond obeony rovinny pohyb. Hefeni

provedeme tak, %e obecny pohyb rozlo¥ime

na posuvny pohyb t&%Zi8td a rotadni pohyb

kolem osy prochdzejfof t¥:ii5tdm.
Pohybové rovnice jacu

m.a:GiS1

IgE = 31.r

Rovnice doplnime kinematickou zdvialosti

a= £.r

&imZ obdriime t¥L rovmice o tiech rezndmych,
Refien{ rovnic bude

¢ Gr
Is + mr?
2
Gr’
Obr. 82 a »wf.r =« ———r7 = konst,
Ig + mr?
a d4lec
ar? ar? 2
Vg m——— t P P
8 Ig + w2 s 2(Ig + m?)
s{la ve vldkmé
2
S, = G(1 - )
! Is + mr2

Pfiklad 83,

Tenkd ty® je vedenm po dokonale hledkjoh rovindah, z nich’? jedna je sviasld
a druhd vodorovnd, obr. 83, NapiBte pohybovou rovnici pro hmotny st¥ed a vyBetfe=
te prabdh w (¢}, Jestlife na poldtku bylo tSleso v klidu a tyé evirala s vodo-
rovoou rovinou dhel ¢, » Déle vySetiete prib&h reakci v zdvislosti na poloze tyle.
Rekbeni:

Téleso vykondvd obeony rovinny pohyb. Pohvbové rovmice pro hmotny stfed
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s

s

Qvr. 83

Jsou
m.ag, = LY
D.agy = By -G

1 1
Is E = NA'E sin @ - "B'E oos ¢

Ddle budeme postupovat tak, %e vyjddiime odlehlosti Iy ¥g» tyto dvakrdt zderivu-
jeme podle nezdvisle promdmné t a dosadime do pohybovyoh rovnic, Z obr. 83 plati
1 1
xs-a-ooay’ yg =5 sn¢

1 1
Vgr = Xg = - Fweing ey = ¥g = Fwoosy

agy = x; - - %(éeinlp +w‘uost/); 8gy = yé - %(écoafo -w’smgﬂ)

Dosazenim do pohybovych rovnic obdr¥ime

N, = - 2—1 (£atng + wcoay)

.

m 1 2
B-T(foosy-wsm?)-i'(i

a ddle dosazenim reakol
m? B 61 m? . .
IgE = = —4-( Esing +w00sy) 810 P ~ —20059'- T( 008 ¢ ~wsing)cosy

Pohybovd revnice pro hmotny stied po Upravd bude
X m12)£ 1
Ig + — = - — co8
] p 2 ¢
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Pro ¢ (t) je to nelinedrnf diferencidlnl rovnice druhého Fddu, jejiZ fedlenl Je
0loZit&ydi. Proto k redeni pouiijeme zdvislost w (¢), pleti

wdw
-
ay
tedy w 74
.2/
ml : Gl
(IS*’T)deUJ u--—E- coagdy
Wy o

1 L 2 m12 Gl
;(w - w, MIg + T) = —2-(sin % = sing)

Pro w, = 0, bude zdvislost w ()
f 2
- W (I + —) = —(ain - sin¢)
2 57 g 2 7% r
4G1
w?m———— (sin g -~ sinyp)
4Is + ml
Z pohybové rovnice vyjdd¥fme dhlové zrychleni
2G1
£ = - =—————— cos
atg + m?

které s dhlovou rychlosti dosndime do vztahl vyjadfujici reekce, takZe obdrZime

ml 2G1 4G1
Ny == —|~ cogy sin¢ +———:(sin%-sin;ﬂ)cosy7 =

2 2 2
4Is + ml 4Ig + ml
m2812
= ————— (3 siny - 2 sin@lcooy
4IS + ml
ml 2G1 B 4G1
NB'_,, - Ecosy -———-——-;(nmgxg7 ~oinglaing| + G =
< 4Is + ml 4Is + ml”
12
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12,2. Dynamika souatav

P¥ikled 64,

Urdete velikoat pPitladné aily F Spalikové brzdy tak, aby se bfemeno hmot-
noati m,, pohybujici se na poddtku rychlosti v, zastavilo za dag tys obr. 84,
Soun&initel smykovéno tfeni mezi kotoudem a ¥palikem je ¢, moment setrvadnosti ko-
toude L poloméry r, T Cepové t¥eni, hmotnost Hpaliku a lana neuvaiujte.

Obr. 84

Refenis
Jednd se o soustavu tdles, Feloni provedeme metodou uvolnovdni, Téleso za-~
véiend na land kond posuvny pohybd, pohybovd rovnioe md tvar

By.8y = Gy = 5, &3}
kotou¥ kond rota&ni pohyb
I,& = 84.ry = My (2)
Qa Ox -7
0a Oy - N - 31
Rovnice doplnime vztahem pro smykové tfeni a kinematickou zdvislosti
T = N.f (3)
8y =E.ry (4)

kde N urdime z rovnovdhy nepohybujiciho se &paliku (ve smdru osy y)
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N=P (5)

Re#enim rovnic (1) a¥ (5) obdrifme (alo¥kové rovnice kotoude nebudeme pou%ivat,
protote nefeliime reakoe)

mee, = G1 - S‘
d]

I —=S8S,r, -Frf
(] r 171

odtud vyloudenim S, bude

. (Gry -Fr f)r!

2
Io + myry

Za piedpokladu, ¥e na pravé strand posledni rovnice je konstanta, tedy ay = konat.,
miZeme dosedit
av
EY-;
tedy
EX R (Gyry = Fr f)r, .

4% 2
Io + myxy

a po integraoi
(Gyr, ~PF1r f)r
Sk it Mafiliotdak Y Ly -at
o o 3
Io + mry
odtud

2 2
- Gyrity + v (I + mry)

r r1t1f

P¥{klad 85.

Na vélec pohybujfci se po vodorované rovin& je navinuto nehmotné vldkno ve-
dené pFes kladku, na koncl vldkna je pFipevnéno zdvaif, obr. 85, Je déno: LI
my, Tp, Ty, momenty setrvadnosts k osdm prochézejioim stfedem kladky I, stfedenm
vélce I3. Poddtedni rychlost zdva¥i Je nulovd. Uriete zrychleni zdvaii ay, pasivni
odpory a prokluz vdlce neuvaiujte.

Refeni:

T¥lese uvolnime (obr. 85 vpravo)} a napifeme pohybové rovnice. Pro zdvai®i,
které kond posuvny pohyb,plati

my.ay = Gy = 8y (1)

Kladke kond rotadni pohyb, pohybovd rovnice bude
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- 61
Obr. 85
I, & = 847y - 8,7, (2)
Q= AX - 52
0a Ay - S1

Praoto¥e nefefifme reekce, vynechdme pro deldfi Fefeni sloikové podminky ro'movéhy,
Vdlec kond obecny rovinny pohyb, pohybové rovnice budou

my.ay = S = T, (3)
IS &y = Tr.r3 + 52.r3 (4)
Om N - G3

Rovnice doplnime kinematickyml vztahy

24
-1

ay = 61 By = c’JrJ A aq 2

Déle provedeme Yefieni tichto rovnic. 2% rovnice (1) obdriime
S, =G ~ m8,

« rovntae (2)
I &

- 2taey - -
ry r,

1,6,

Desazenim vztahu (3) do (4) bude
Igéy = (55 = m3a3)r3 + 8pry

odtud
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Tq €5 + maB Y
ot e o o
52-

21'3
takie .
I ¢ I + ma,r.
G, - mya, - 22 o 827 BT
Ty 21'3

Po dosazeni kinematiclgfch zdvislosti

a a a
SR N S O
b 2r. 2
G, - m,a, - -
1 11
2r.
T, 3
a po lprav® bude zrychleni zdvaii
G
a, = 1
by I
m, + —;’ + % P2
T 41'3 4

Piiklad 86,
Urdete zrychleni tdlesa o hmotnosti my zaviieného na nehmotném v14kn& kladko-

atroje, jeatlife je déno: Byy Wy, Wy, m,, IJS' L, Tps T3} obr. B86. Predpokldde]me,
%¥e hmotnost t¥lesa 1 je doatatednd velkd, aby se toto t&leso pohybovalo dold.

Pasivanl odpory neuvaiujte.




Redeni:

provedeme metodou uvolnovdni, jednotlivd t¥lesa uvolnime (obr. 86) a nap{-
fteme pohybové rovnice.
Téleso 1 kond pasuvny pohyb, pohybovéd rovnice bude
my.ag = Gy - S,y (1)

télego 2 kond rotadni pohyb kolem oay proohdzejici bodem A

12 £y m S.l.r2 - 52.r2 (2)
0w Ay
0 a Ay - 02 - 52 - S1
téleso 3 kond obecny pohyh, pohybové rovnice jsou

mj.aj-52+sj-n)-34 )
IJS EJ n Sz.rJ - Sj.r3 (4)
t¥lesa 4 vykondvd posuvany pohyb
mye8, = 5, -(}4 (5)
Pohybovéd rovnice doplnime kinematiciymi vztahy
81
8y =&y i By = er3 Poay = = i 8y =a
Nyni provedeme FeSeni rovniec. % rovanlce (5) vyjddrime
S4 = mga, + 04
dosadime do (3), takie
myay =32+S_,,-G,3--111434-(}4
odtud
S:l=mj|aj-E!2+(}3+m4&4+[‘-4
doaazenim do vztahu (4) bude
IJS Ey= ser - (mjsJ -85 ¥ GJ +mBg + 64) Ty
odtud

I.c ¢ a G m,a G
SZ._Ji_s+E}_2+_1+_u+J
2r, 2 2 2 2

Ze vztahbu (1) vyjdd¥ime 5,a soudasnd 8, dosadime do vztehu (2)
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I, 4T a,r. Gar. my8, T G,
I £ym Gy - mpagr, - 2502 00T %2 HyMTe 4T
21'3 2 2 2 2

ddle dosadime kinematické vztahy a dpravou obdriime zrychleni

2(}1-(}3-(}4
By = 21, I
.
2m1+__2.+_3.5.+u
2 2

5l
!‘2 81‘3





