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4 KINEMATIKA SLOZENYCH POHYB U

Rozklad sloZeného pohybu
Resime-liabsolutnipohyb tlesa 3 vzhledem k ramu,tfeme jej povazovat za slozeny ze
dvou sodasnych pohyb. Pohyburelativnihg kterym rozumime pohykElesa3 vzhledem ke
kulise 2 a pohybwnasSivého kterym rozumime rotai pohyb kulisy se zdankvspojenym
télesem 3 s kulisou 2. Cela situace je znéawama obr. 4.1 a 4.2.

32 o+ 21 (4.1)

Lze napsat symbolickou rovnici31

relativni pohyb unasivy pohyb

absolutni = relativni + unasivy
Jestlize ma soustava vigleni pak provadime rozklad

mn=mp+pn (4.6)

kdep je ¢len vlozeny meztleny man. Obvykle vySetujeme pohybdes vzhledem na ram. V
tomto gipadt ma rovnici (4.6) tvar

ml=mp+pl (4.7a)
Pro rychlost bodB télesa konajiciho sloZzeny pohyb plati
VB = VB +v B
Z;l BS2 B21 (48)
Va = VI’ + Vu

kde vS =V’ je rychlost absolutni tj. rychlost bodiivztazena na ramvs, =v; je rychlost

relativni tj. rychlost bodB telesa3 vici jakoby nehybnémugtesu? a v;, = v je rychlost
unasiva tj. bod chapeme jakoby byl boderidsa 2.

Pro zrychleni bodB télesa konajiciho slozeny pohyb plati

al =a,+a,+a (4.10Db)
kde a° je zrychleni Coriolisovo

a® =2(w, xv,") (4.9)
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19 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Graficka konstrukce Coriolisova zrychleizhledem k tomu, Zetfprovinném pohybu je
vektor relativni rychlosti kolmy na vektor Uhlowgkhlosti pohybu unasivého,irheme pro

velikostaZ psat

ag = 2w, VP (4.11)
Z obr. 4.4 je pak ziejma moznost
konstrukce velikosti zrychleniac

z rychlostiv, av;

Vektor Coriolisova zrychleni pak vynasSime z b@&jyeho orientaci wime podle pravidla
pravé ruky z rovnice (4.9).
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20 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Piiklad 4.1. Klin mechanismu a klagkou A se horizontaléipohybuje zrychlenina, -viz
obr. 4.5. Utete zrychleni zvedatk& Uhel klinu jefR.

obr. 4.5

Reseni:Zvedatko kona pohyb transt tj. pro ugeni stai vyresit kinematiku sedu
kladicky, kteréa je zarovebodem kladiky (jejiho stedu). | kdyz to neni specifikovano,
zrychleni zvedatka je pochopitélmysleno vzhledem k rAmu. ProtoZe unaSivy pohyhul#od

je uren posuvnym imocarym pohybem klinu tja, = & , nevznikne Coriolisovo zrychleni.
Proto zrychleni pro zrychleniretlu kladéky A plati
ag =a;+a (@)

Relativni pohyb bodé je podél klinu tj. je takéipmocary. Grafick&eSeni rovnice (a) tedy
muzeme znazornit pomoci vektorového mnohouhelnika.obr. 4.5. Z obrazku také plyne,
Ze zrychleni zvedatkaii ramu je

a’ = atgf (b)
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21 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Sowasné rotace okolo dvou rovno&nych os

Vysledna uhlova rychlost vzhledem k ramu

O R O PP O PV (4.14)

Vysledné uhlové zrychleni vzhledem k ramu

Oy =g ta,, (4.15)

B —,,B B _ B B
Vg SV TV =@ XTI+ ,XT (4.16)

Pro zji$&ni rychlosti v, bychom také mohli pouzit hodnoty,,, ale v tomto fipads bychom
museli najit pél absolutniho pohyBy, . Pak by platilov;, = @, xP,B.

Priklad 4.2. Ur¢ete fevod planetarniho reduktoru, ktery jeitso ozubenymi koly, 2, 3, 3
0,1 a unasé&em4. Polongry zakladnich kruznic jsou, r, r3, r3- r4 . Viz obr. 4.11.

ReSeni:Orientaci hnaci Ghlové rychlosi,, polozimesouhlasi kolinearni s osowu tj. zleva
doprava. Stejnou orientaci budentedpokladat i pro vypsitavané uhlové rychlostb,,

Najdeme body zatu, to je v naSemifpact bodyB aC. Pak pro kazdy zthto bodi dame
do rovnosti obvodové rychlosti z obou stran&éabPro obvodovou rychlost kola konajiciho
sloZzeny pohyb provedeme jeho rozklad. Plati:

Q1 K2z 2

e B [.
O3y —3 et 3'
A
& _J
Obr. 4.7
Vgl :V§2+V21 (4.18a)

Vzhledem k tomu, ZevS, =0 (relativni rychlost kol3 a 2 v bod B je nulova, jinak by
dochéazelo k trhani ozubeni), pro b&dkola 2 soukoli podle obr. 4.7 pak plati

Vo =Vo =Vo+VvE (4.18Db)

Pohyb34 je rotace kol&3 kolem ,znehyb#lého* unasée 4, pro tuto rotaci musime zavést
dalSi neznamouy,, s tim, Ze orientaci této rotace budentedpokladat oft zleva doprava.
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22 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Vektorovou rovnici (4.18b) napiSeme ve slozkachodgz s tim, Ze znaménka‘ipazujeme
podle pravidla pravé ruky, velikosti rychlosti fjiee vynasobeni uhlovych rychlosti

prislusnymi polondry. Nag. bodB leZi pod osowy;, rychlost vy, tedy snétuje do nékresny,
proto ji gisoudime znaménko (-). Rychlost, sneiuje také do nakresny, rychlosws,
smeétuje ven z nakresny (bdslje nad 0sowsy).

~Wyl, = Wyf 5~ W (4.18c)
Podobr pro bodC plati
VG SVE =V (4.19a)
Vyjadiime-li obvodové rychlosti pomoci uhlovych rychlogtak dostavame
0=y 3=, (4.19b)

Kola 3 a 3" jsou naklinovana na jednéideli, proto musi bytss = wss. ReSenim rovnic
(4.18c) a (4.19b) obdrzime
-1
— r.l
Wy, = rz(rz__r 3} Wy

Iy (4.20)

Poznamka 1:Pokud velikost &které z vypditavanych uhlovych rychlosti vyjde zaporna,

znamena to, Ze skui@a orientace této uhlové rychlosti je opa nez jsme igdpokladali tj.
musime jeji smyslighodit.
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23 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

PF{klad 121.

v diferencidlnim mechanismu podle obr. 157 je kolo 1 nehybné, unadel 2
se ot&s{ dhlovou rychlost{ .@Jgy , kolo 6 rychlost{ &gy - ob¥ rychlosti ms-
j{ stejng smysl. Vypoltdte dhlovou rychlost @z kola 7, Jjestlile Iy =
=10ca, N, =rx =4cm [y = 8 cm.

0 - w”.’b + wy-l‘, Y (O)
Qpyry == Q2.Ny + @2y, (5)

Qgr-Ns =~ Wsy - N5+ Doy -1 >(€)

G);vr’% - Wy rg + O’I"‘? (d)
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24 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Soutasné rotace kolem éiznobéZznych os
Z obr. 4.8 je rejmé, Ze bod zistava stale v klidu. Jedna se tedy o pohyb sfériglega 3,
ktery Ize chapat jako pohyb sloZeny ze dvou pdtpddie rovnice

021
Obr. 4.8b
11
Obr. 4. 8a
31=32+21 (4.21a)
Hodnotu rychlosti bodivl v tomto gipact miZzeme najit podle vztahu (3.25) tj.
vy =g xr" (4.21b)

kde o je celkova uhlova rychlostélesa 3. Tato rychlost je rovna vektorovému csou
Ghlovych rychlosti relativniho a unaSivého pohyby = o ,, + o ,,.

Vysledné uhlové zrychlenélesa 3 je rovno

Oy =0, to,tog (4.22)

kde a = ®,, X ®, je thlové zrychleni Résalovo

PoznamkalJhlové zrychlenidlesa konajiciho slozeny pohyb kolem dvéamrnobsznych os je
tedy izné od nuly i v pipact Ze uhlové frekvence obou slozek potiybou veltiny co do
velikosti konstantni!

Prikladem technické realizace pohybu sloZzeného zei dwaajemis zavisejicich roténich
pohyhi s protinajicimi se osami rotace jskuzelové pevody.Pritom bud’ obd kola rotuji
(kuzelovy gevod planetovy) nebo jedno kolo se ovaluje po dmulkéle které je nehybneé
(sféricky kuzelovy pevod gedlohovy). Oba fipady je pitom vhodné&esit pouziti vztat pro
sféricky pohyb.
Algoritmus vypétu rychlosti a zrychleni bodu Alésa konajiciho sféricky pohyb se 2
rotacnimi pohyby:

1) Analyzujeme jednotlivé rotace, pokud jsou zavieEdeme pevodni vztah mezi

hodnotami Uhlovych rychlostya «, a hodnotami hlovych zrychlemi a a,
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25 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

2) Zvolime vhodg globalni kartézskou séadnou soustavu (patek do nehybného
bodu, jedna ze ssadnych os shodna s osou zakladni rotace

3) Ve zvolené sotadné soustavdefinujeme vektorym, ,»,,a,,a,a polohovy vektor *

4) Naleznememw, pomoci vektorovéhotgani, vektor Résalova zrychleaf, pomoci
vektorového nasobeni a vektor vysledného zrychieri a, +a, +a,

5) Dosadime do vztdhpro rychlost a zrychleni bodélésa konajiciho sféricky pohyb

Priklad 4.3Na obr. 4.9 je odvaluje kot®po nehybném kol&. Uhlova rychlost unage 2 je
®,,je konstantni, uhel3 a polongr ri jsou znamy. Utete vyslednou Uhlovou rychlost a
vysledné uhlové zrychleni koB rychlost a zrychleni bods.

s

Reseni Ulohu nalezeni rychlosti a
zrychleni bodB je vhodné provad
pomoci vektorové reprezentace

v kartézském systému séestem v bod
S. Kolo3 kona sloZzeny pohyb ktery
rozloZzime pohyb kol& podle schématu

31=32+21 a) (
X Pro vyslednou thlovou rychlost,,

plati
Oz =0y +TO, (b)

s Q

Pro bodA kola3 (ktery je polem

// rychlostiPs1 ) plati
2

Va =0= Vg + vy, ©)

NONSNCUN N NN e NN SONNNNNYN

Obr. 4.9 Z:

I.
0= Wl + Wf , = Wy, = _r_lwzz (d)
2

Pro vektory uhlovych rychlosti tedytrheme psat

2 2

I r
0y =(@,1,0,0) 0, = (0’_?1“)2110) 0 3= (a) 21,—r—1w 21’0) (e)

Vlastni vyp@et pitom mizeme provést pouzitim vztalpro sféricky pohybSféricky pohyb
kona kolo3, neba@ bodS jeho hybného prostoru je trvale v klidu. Nositelkesledné rychlosti
musi prochazetsgdem S a pélem rychlo$;.

Je-liwy; Stala, jsou stalé i hodnoty ostatnich Uhlovychhysti. Vektor vysledného ahlového
zrychleni sférického pohybu kola 3 je tedy dan heta

_ _ . _ _ n
(131—(132+(121+(1R—(lR—(l)Z]X(De,Z—(O,O,—a)Zer—j, (f)

2
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26 4 -Kinematika slozenych pohib

Kinematiku boduB pak utime dosazenim do vztalpro sféricky pohyb

Vgl =@ XT ° = 2rw,k 9

Pi{klad 4,.8. KuZel 3 se vali po vodorovné roviné a je undSen unaSe&em spo-
- ——

jenym s rovnomérné se otéZejicim hifidelem 2 . UrZete Uhlovou rychlost W, i

dhlové zrychleni E}l a také rychlost i zrychlenf bodu A Ikufele Vv naznaZend

poloze.
Déno : Woy s T » h .

ﬁgﬁegﬁ. Vysledny pohyb 31 kuZele Je

rl -

2 n
3y = Wp) Wyp cosp = Wy 3

Vektor W,, Je kolmy na rovinu unddede.

— — N ——

2

' 2
8on = W32 T+ Bpyp = Wb . Bger T ZWy Wi T

Sméry jsou v obrézku vyznafeny. Zrychleni a, le¥i v roviné unédSele a jeho veli-

kost Je \
2 h n°r’ + (r2 + h%)2 .
e = Uyt
. h™ + r

. r .
a|331=0‘)31XV21+a‘31xrB :_rf‘-’zzl +r§‘)22(r_1+2) (h)
2
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27 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Kinematika mechanismi

Patet stupit volnostin
n=(N-1)iy-> nk, (4.24)

kdeN je paet ¢leni soustavy vetrg ramu, | je paiet stugit volnosti jednoho volnéhalesa

(iy =3 pro rovinu,i,=6 pro prostongje paetélend k-té fidy, ¢lenk-té tidy odebird stupia
volnosti. V kolika nezavislych sénech (posuu i rotaci) je zabramo vazbou v pohybu, tolik
stupit volnosti tato vazba odebira. Z kinematického tikaije vSak jednoduSsi povazovat
vedeni za saiast ramu. Pak nappro klikovy mechanismus na obr. 4.12a uvaZujpaoet
téles wetrg rAmuN=4. Je zde jedna posuvna kinematicka dvojicé etatni, vSechny jsou
2. tidy. Dosazenim do vztahu (4.24) obdrzin8(5-1)-2(1+3)=1V.

Mechanismy s ozubenymi koly

Typickym pikladem mechanisin s konstantnimi fgvody jsou mechanismy s ozubenymi
koly. F¥i uvolnéni v mistech z&u ozubenych kol je jen jeden nezndmy parametroeegk
velikost reakni sily, protostyk ozubenim/dstavuje obecnou kinematickou dvojiitom
rozeznavameredlohovéozubené fevody kdy osy vSech kol jsou spojeny s pevhym ramem,
jakoz iplanetové mechanismidy nékterécleny vykonavaji slozené ratai pohyby tj. jejich
osy vzhledem k ramu obihayji.

V piipads 1° Vje jedno ze zafvovych kol hnaci, ostatni jsou hnana. kgiohovych
mechanism z rovnosti obvodovych rychlosti v mistdotyku nam vychazi vztah meazi
Uhlovymi rychlostmi

r

N

=

ﬂ = i
W, 1 (4.25a)

kde @i vnejSim zaldru (obr. 4.13a) jsou vektory dhlovych rychlosti orvény opé&né
(znaménko je —) aipvnit'nim zalgru (obr. 4.13b) jsou uhlové rychlosti obou kol ori@rdny
stejré (znaménko je +). Ret zuhi kol je anérny poloneram takze v pipad vrejSiho zakiru
vice kol plati obeahivztah

M () fh _ Zn (4.25D)
w, z,

i |3

kdek je paiet obecnych kinematickych dvojic (bindakEru kol).
Pormer P.,= “h (4.25c¢)
Z

se nazyvgrevod.
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28 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

Obr.4.13 a Obr. 4.13b Obr. 4.13c

Rovinné mechanismy

Rovinné mechanismysou mechanismy, jejichZz jednotlivéleny se pohybuji v
rovinach navzajem rovneébnych. Rychlosti libovolnych bdd jednotlivych ¢lend
mechanismu pak zfiijeme naslednymi Zigoby:
1- feSime graficky &tani rychlostifeSime plany rychlosti resp. zrychleni pomoci zaiilaal
rozkladu pro vyznamné body. Aplikujemety, tuhosti Uséky, poot@enych rychlostech a
podobnosti obraZg
2- od jednohclenu k druhému fechazime fes spoléné body tj. klouby. V kloubech také
provadime rozklad sloZzeného pohybu,

3- zji%¥ujeme poly rychlosti a aplikujemeity o zornych thlech. Pély
rychlosti hledame ki jako piiseik znamych normal dvou béctebo
pomoci ¥ty o ttech pdélech. Pdél absolutniho pohybu, pdl relativni...
pohybu a pél unasivého pohybu lezi na jediiépe.

Poznamkal: Kazdy ¢len ma swj pol absolutnino pohybu tj. hledame poly;,P Po...Pn;.
Nelze pouzit pdl zjigny pro jedertlen kieSeni kinematiky badjiného¢lenu.

Poznamka 2Pro jedenclen mechanismu fizeme provadt rozklad pohyh tj. mizeme pro
kazdyclen také hledat poly podle typu pohybu (absoluingsivy, relativni)

Poznamka 3Pxi zkladnim rozkladu obecného rovinného pohybu robsi body fisluSet ke
stejnémuclenu a musi se jednat o stejny pohyb. Napi pouziti rovnice vg =v% +v3
musi oba body a Bpatit ke ¢lenu 3
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Priklad 4.4. Urcete pohyb pisté klikového mechanismu na obr. 4.14. Déaleate polohu,
rychlost a zrychleni ojnic8 téhoz mechanismu. Dany jsou délka klikydélka ojnicel a

konstantni uhlova rychlost klikg = «,,.Pro pongr A :IL predpokladejted < % :

x 7

Obr. 4.14

Re3eni:Poloha hnacihdlenu 2 je dana thlenp, polohaclenu4 je dana saiadnicix a poloha
ojnice je dana uhlerg . Z trigonometrie trojuhelniku OAB plyne

sing =|isin¢. @)

Pro sowiadnicix pak plati
X =rcosg + | cogy (b)

Po dosazeni z (a) do (b) a upfabdrzime zdvihovou zavislost

x:r(cos¢+%\/1—/12 sifg (c)
Pouzijeme-li prasin ¢ binarni rozvoj

= 1

(1- 12 sin )2 il—E/]zsinzqﬁ (d)

Odlehlost smykadl4 je tedy dana vztahem
A . .
x:r(l—cos¢+5 sifg (e)

a jeho rychlost

Vy, = X=r(sing + A sing co®) ¢ (f)
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30 4 -Kinematika sloZzenych pohgb

DalSi derivaci podléasu po Upravach dostavame pro zrychleni

a, = ¢°r(cosp + A cogp (9)

Proderivovanim vztahu (a) podéasu a pouzitim vztahu (d) dostaneme vztah pro olklov
rychlost a uhlové zrychleni ojnice

Acosgp

Wy ZT(/) (h)
1-A°sin“¢
A(A% =1)sin Aco .
R (eh)
(1-A%sin’ ¢ P (1-A%sif g ¥
Prevod mezi pistem a ojnici je tedy dan vztahem
D, = L = r(sing +% sin2g ) (i)

1
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Mechanismy s v@&kami

Vackové mechanismy umagji transformaci pohyle nag. rotalni pohyb na kyvavy
(obr.4.12a), rotni na posuvny (obr.4.12b), posuvny na posuvny 4ob2c), a posuvny na
kyvavy (obr.4.12d). Z@vodu sniZzeni amortizace kontaktu mezéka a zvedakem (pép
vahadlem) byvaji mezileny vkladany kladéky (viz obr. 4.12e). V tomtoifpact mizeme
z hlediska kinematiky ffislusny mechanismus nahradit mechanismem bez dkpdetim, ze
misto skuténého obrysu w&ky ks pouzivame tzvteoreticky obrysracky ke a v mist stredu
kladetky umistime obecnou kinematickou dvojici- viz odrlle. Teoreticky obrys vhy je
tedy ugen trajektorii sedu kladéky pri jejim relativnim pohybu vzhledem ké&ee jako
mysSlenému ramu (polo¥ry kiivosti pivodni vaky pritom navySime o pologn kladeky).

Vyznam mechanistns vatkami je v tom, Ze je mozné vytkibprofil vacky tak, aby v
bylo dosazeno fedepsanych pohyb Fitom predepisujemebud’ zdvihovou zavislost).
zavislost mezi polohou hnaného a hnadflemu) nebopribeh zrychleni(tj. zavislost mezi
zrychlenim hnanéhailenu a polohou hnacih@lenu). Zrychleni totiz wuje praibeh
dynamickych sil (mé&-li zrychleni skokové #ny, meni se skokem dynamické sily, vznikaji
razy, vibrace, z8tSuje se hluk a optgbeni).

S <
©
L0

© (M

Obr. 4.16
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a) Redimerozkladem sloZeného pohybu bdg(viz obr. 4.16a). Rtom vyuZivame toho, Ze
trajektorii relativnino pohybu igdu Kivosti S, je kruznice kolem #tdu S V piipac, ze
v dotykovém bod je kiivost jednohoc¢lenu nulova (tj. dotykovym uUtvarem je hragSeni
provadime gimo rozkladem sloZzeného pohybu v dotykovém &od divodu snizeni
amortizace véky v dotykovém bod& byva styk realizovany valivou kinematickou dvoiftji
kladetkou odvalujici se po obrysu &ky). V tomto @gipads je mozné fi kinematickémieSeni
kladetku mySler odstranit a uvazovat dotyk zvedaku (pogmhadla) seoretickym obrysem
vacky obecnou kinematickou dvojici. Teoreticky obrysc¢ksa piitom vznikne navySenim
puvodniho obrysu o poloén kladetky-viz obr. 4.16e). V migtdotyku pak provadime rozklad
slozeného pohybu stim, Ze relativni pohyb mi@dstikivosti drahy ve stedu Kivosti
aktualniho teoretického obrysudky. TotofeSeni je zejména nutné pouZzit pitppady, kdy
obrys v@&ka ma rovné Useky takzeimahraa ctyikloubem by jeden kloub byl totozny
s ukEznym bodem. B pritomnosti klad&ky uvazujeme dotyk teoretickém obrysu vly

b) Vytv&ime nahradni mechanismy tomto @ipad® obecné pop valivé kinematické
dvojice nahrazujeme wvazované polozaysSlenymi mechanismy t8im p@tem clena.

(7]

T
wn

>N
[}
@

S2

b)

Obr. 4.17

Graficka reSeni mechanizina vytv&eni nahrad pro wkové mechanismy jsou podrabn
zpracovany ve skriptech [9].

‘Nahradni schema
S A I '
2 ! %
/1 1

Obr. 4.18a Obr. 4.18b
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Priklad 4.5. Urcete rychlost a zrychleni plochého zveddku podleibaihého kruhovou
vackou (obr. 4.20). Je zadana poloh&kyag,1 Uhlova rychlost véky w,; je konstantni.

0.00 001 002 003 004 0.05m

000 0,01 002 003 004 0.05ms’

000 001 002 0,03 004 005ms”

Obr. 4.20

K feSeni pouzijeme nahradni mechanismus Obecnou kilndioa dvojici nahradime
binarnim¢lenem rotace-posuv - na obr. 4.14 vy@reocarkovarg. Rychlost bodE mizeme
rozlozit na relativni pohy# : 3a unasivy pohyl3 : 1 Plati tedy vektorova rovnice

S _yS —\SayS
Vor=Vau=VistVag (a)

U vektoru rychlostivy, zname jak sir tak i velikost ‘v§1‘= rw,, a mizeme vyesit plan

rychlosti. UnaSivy pohyl3:1 je transl&ni, proto rychlost bodé je rovna rychlosti bod&
Tim je vyteSena rychlost bodd.
Podob# pro zrychleni bod& plati vektorova rovnice

S _ A4S — 4S5 S
a'21 - a'41 - a43+ aB]' (b)

Coriolisovo zrychleni nevznikne, protoze unaSiviyo je translani. Protoze unasSivy pohyb

je transl&ni, je zrychleni bodé rovno zrychleni bod& Tedy . Tim je vieSeno zrychleni.

Kontrolni otazky

1) Jak je definovany sféricky pohyb

2) Napiste vztahy pro rychlost a zrychleni bd&lesa konajiciho sféricky pohyb

3) Jak vypaitame velikost celkového zrychleni Ziého a stedového zrychleni?

4) Co je to rozklad sloZzeného pohybu?

5) Co je to unasivy pohyb bodu?

6) Cemu je rovna rychlostepu pistu3 na obr. 4.1, jestlize je zadana rychlast a
vzdalenostepu pistB od stalého sedu otéeniOy; ?

7) Pra vznika zrychleni Coriolisovo, jak jej graficky kstmuujeme fi rovinném pohybu ?

8) Prad vznika vir @i vtékani kapaliny do vylevky a ptge orientace tohoto viru ofaa na
severni a jizni polokouli?

9) Kdy je mechanismus rovinny
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