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5.1 Hybnost a moment hybnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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9.5 Princip virtuálnı́ch pracı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
9.6 Lagrangeovy rovnice 2. druhu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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10.1 Pohybová rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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10.2.1 Volné netlumené kmitánı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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1 DYNAMIKA HMOTNÉHO BODU

Hmotný bod: (Bodové těleso) - jedná se o model reálného objektu, u kterého předpokládáme
soustředěnı́ hmoty tělesa a všech působı́cı́ch sil do jednoho bodu. Neuvažujeme tedy
prostorové uspořádánı́ reálného objektu.

Hmotný bod má z hlediska pohybového stavu 3 stupně volnosti - translace ve všech
souřadnicových směrech (translace ve třech na sobě kolmých směrech). Neuvažuje
se rotace okolo sebe sama, hmotný bod může rotovat okolo jiného bodu.

1.1 Hybnost hmotného bodu
Pohybový stav hmotného bodu je dán fyzikálnı́ veličinou hybnost, definovanou dle
vztahu

~H = m~v

H1 = mv1

1.2 Pohybová rovnice
Dle 2. Newtonova zákona platı́

~F =
d ~H
dt

F1 =
dH1

dt

Pohybuje-li se hmotný bod ”normálnı́“ rychlostı́, tj. nedosahuje-li ani třetiny rych-
losti světla ve vakuu (což většina technických objektů splňuje), tak platı́

~F =
dm~v

dt
= m

d~v
dt

= m~a

~F = m~a F1 = ma1

Pozn.: Uvedený zápis je soustavou třı́ rovnic, protože každý vektor lze rozložit do třı́
složek na sebe kolmých, takže dostaneme:

Fx = max

Fy = may

Fz = maz

 Fx

Fy

Fz


1

= m

 ax

ay

az



1



Přı́klad:

Pohybové rovnice:

x : F1 = ma

y : F2 = 0

V reálných aplikacı́ch lze dosáhnout vhodnou volbou souřadného systému snı́ženı́
počtu pohybových rovnic na 2 nebo dokonce na jednu.

1.3 1. impulsová věta
Vyjdeme z 2. Newtonova zákona:

~F =
d ~H
dt

−→ ~Fdt = d ~H

integrujeme od 1. časového okamžiku do 2.

Hybnost je veličina energetická, zajı́majı́ nás jen rozdı́ly stavů a ne jak se měnil jejı́
průběh.

2∫
1

~F dt = ~H2 − ~H1

1. impulsovou větu lze definovat takto:

Časová změna sı́ly (impuls) způsobı́ změnu hybnosti tělesa (bud’ hmotnost nebo
rychlost)

2∫
1

~F dt = ~H2 − ~H1

2∫
1

F1 dt = H12 −H11

2



1.4 Práce, Výkon

Pohybuje-li se těleso po nějaké dráze d~r za působenı́ nějaké sı́ly ~F , pak vykoná
mechanickou práci

dA = ~F d~r dA = FT1 dr1

časová změna práce je výkon P =
dA
dt

P =
d~F d~r

dt
= · · · = d~F ~v ⇒ dP = ~F d~v dP = FT dv

1.5 d’Alembertův princip
Je založen na statických předpokladech. Zavádı́ novou sı́lu do silového zatı́ženı́ -
d’Alembertovu nebo také setrvačnou sı́lu.

d’Alembertův princip lze formulovat: Součet všech sil působı́cı́ch na těleso se rovná
sı́le setrvačné ∑

~F = ~F s
∑

F1 = Fs1

Rozdı́l oproti Newtonovu pojetı́
Newtonova metodika pracuje s reálnými silami a řešı́ kinematiku pohybu, d’Alembertův
princip zavádı́ fiktivnı́ setrvačnou sı́lu. Tato sı́la působı́ proti předpokládanému po-
hybu a je možné ji definovat

~F s = −m~a F1 = −ma1

3



Přı́klad:

1.6 Zákon zachovánı́ energie
1.6.1 Kinetická energie

Vyjdeme-li z Newtonova 2. pohybového zákona, můžeme obě strany vynásobit ele-
mentem dráhy d~r

~F =
d ~H
dt

~F d~r = m
d~v
dt

d~r = m d~v ~v = d
(
mv2

2

)
= dEk

dA = dEk Ek =
1

2
mv2 ...... kinetická energie

Platı́:

2∫
1

~F d~r =
mv2

1

2
− mv2

0

2
⇒ A = Ek1 − Ek0

Změna kinetické energie je rovna práci působı́cı́ch sil.

4



1.6.2 Potenciálnı́ silové pole, potenciálnı́ energie

Jestliže sı́la ~F , která působı́ na těleso, je v nějakém prostoru funkcı́ polohy, pak je
tento prostor nazýván silové pole.
Toto silové pole je potenciálnı́, jestliže platı́ následujı́cı́ předpoklady:

a) Sı́ly, které v tomto poli působı́, majı́ potenciál
→ jsou funkcı́ pouze polohy

Př.: 1. Zemské tı́hové pole: ~FG = m~g
2. Sı́la v pružině

b) Práce, kterou vykonávajı́ sı́ly, závisı́ na počátečnı́m a koncovém stavu a nezávisı́
na průběhu, jak se z počátečnı́ho stavu dostane do stavu koncového. Z tohoto
předpokladu vyplývá, že sı́ly musı́ být konzervativnı́, tj. soustava bez pasivnı́ch
odporů.

Pak práce vykonaná těmito silami po uzavřené křivce je nulová.∮
~F d~r = 0

Za těchto předpokladů můžeme práci po nějaké křivce vyjádřit vztahem

A =

2∫
1

dU(x, y, z)

kde U(x, y, z) je potenciálnı́ silová funkce. Platı́ pro ni:

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy +

∂U

∂z
dz = Fx dx+ Fy dy + Fz dz

Z tohoto zápisu lze odvodit

~F = grad U

5



Mı́sto silové potenciálnı́ funkce lze zavést jejı́ zápornou hodnotu - potenciálnı́
energii

U(x, y, z) = −Ep

Potenciálnı́ energie je skalárnı́ funkce, která závisı́ na poloze. Lze pro ni psát

dA = −dEp

Platı́
2∫

1

~F d~r = Ep0 − Ep1

Rozdı́l potenciálnı́ energie mezi polohou 0 a 1 je roven práci potřebné k přemı́stěnı́
tělesa z 0 do 1.

1.6.3 Zákon zachovánı́ energie

Porovnánı́m dvou předchozı́ch výsledků lze psát

A =

∫
~F d~r = Ek1 − Ek0 = Ep0 − Ep1

a odtud pak platı́

Ek1 + Ep1 = Ek0 + Ep0 = konst.

konajı́-li při pohybu tělesa práci pouze konzervativnı́ sı́ly, je součet kinetické a po-
tenciálnı́ energie konstatnı́

Přı́klad: Potenciálnı́ energie pružiny

F = kx dA = −dEp Ep0 = 0

6



2∫
1

~F d~r = Ep0 − Ep1
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x∫
0

kx dx = −Ep −→ −k
[
x2

2

]x
0

= −Ep

Ep =
1

2
kx2

Potenciálnı́ energie tı́hového pole

FG = mg

2∫
1

−FG dx = −Ep1 −mg[x]h0 = −Ep

mgh = Ep

Pozn: Maticový zápis energiı́ se provádı́ v tzv. kvadratické formě proměnných ve
tvaru:

E =
1

2
aT/Aa

symbolicky

Např. kinetická energie Ek =
1

2
vT/Mv

Potenciálnı́ energie pružiny Ek =
1

2
xT/kx

8



1.7 Zákon o změně hybnosti

Opět vyjdeme z 2. Newtonova zákona m~a = ~F a rozepı́šeme ~a =
d~v
dt

m
d~v
dt

= ~F ⇒ md~v = ~Fdt

Zintegrujeme

m(~v2 − ~v1) =

2∫
1

~F dt

~H2 − ~H1 =

2∫
1

~F dt H12 −H11 =

2∫
1

F1 dt

Změna hybnosti je dána integrálem časového průběhu působı́cı́ sı́ly.
Je-li součet sil působı́cı́ch na hmotný bod nulový, hybnost se neměnı́.

1.8 Moment hybnosti
Koná-li hmotný bod rotačnı́ pohyb kolem pevného bodu, platı́:

~v = ~ω × ~R

~a = ~α× ~R + ~ω × ~v
~Mo = ~R× ~F

~H = m~v

Potom moment hybnosti je definován

~bo = ~R× ~H bo1 = r1H1

Moment hybnosti popisuje pohybový stav tělesa, které vykonává rotačnı́ pohyb.

1.9 Pohybová rovnice pro rotačnı́ pohyb

Analogicky k 2. Newtonovu zákonu lze psát: ~M =
d~bo
dt

9



1.10 2. impulsová věta
Vyjdeme z pohybové rovnice pro rotačnı́ pohyb

~Mo =
d~bo
dt

⇒ ~Mo dt = d~bo

zintegrujeme

2∫
1

~M dt = ~bo2 −~bo1

2∫
1

M1 dt = bo21 − bo11

Platı́: Časová změna momentu způsobı́ změnu momentu hybnosti.

1.11 Zákon o změně momentu hybnosti

Vyjdeme ze vztahu ~Mo =
d~bo
dt

a převedeme do tvaru ~Mo dt = d~bo

a zintegrujeme

2∫
1

~M dt = ~bo2 −~bo1

2∫
1

M1 dt = bo21 − bo11

Změna momentu hybnosti je dána integrálem časového průběhu působı́cı́ho mo-
mentu.
Je-li součet momentů k nějakému bodu nebo ose nulový, moment hybnosti se nezměnı́.

1.12 Vázaný pohyb hmotného bodu
a) Newtonův princip

Každá z vazeb odebı́rá stupně volnosti volnému tělesu. každou z vazeb můžeme
uvolnit a nahradit vazebnými silami. Dostaneme:

~F + ~Fvaz = m~a F1 + Fvaz1 = ma1

10



b) Lagrangeovy rovnice 1. druhu
Tento přı́stup k řešenı́ vázaného pohybu vycházı́ z analytické mechaniky (spı́še
orientované na energetický přı́stup).
Lagrangeova rovnice 1. druhu je definována

~F + λ grad f = m~a

kde λ ..... Lagrangeián
f ..... rovnice vazby ve tvaru f(x, y, z) = 0

Lagrangeián je definován:

λ =
FN√(

∂f
∂x

)2

+
(
∂f
∂y

)2

+
(
∂f
∂z

)2

Pozn.: Řešenı́ pomocı́ Lagrangeovy rovnice 1. druhu předpokládá, že ve vazbách
nedocházı́ k disipaci energie, tj. že nedocházı́ ke třenı́.

Přı́klad:

a) Pohyb po přı́mce

Přı́mka je popsána rovnicı́: y = kx+ q

rovnice vazby je pak: f = y − kx− q = 0

∂f

∂x
= −k ∂f

∂y
= 1

∂f

∂z
= 0

λ =
FN√
k2 + 12

b) Pohyb po kružnici

x2 + y2 = r2 ⇒ f = x2 + y2 − r2 = 0

∂f

∂x
= 2x

∂f

∂y
= 2y

∂f

∂z
= 0 ⇒ λ =

FN√
4(x2 + y2)

11



1.13 Složený pohyb, dynamika složeného pohybu
Složený pohyb se skládá z pohybu unášivého a pohybu relativnı́ho.
Z kinematiky platı́:

~xa = ~xu + ~xr

~va = ~vu + ~vr

~aa = ~au + ~ar + ~acor

Potom pro pohybovou rovnici platı́:

~F = m~aa = m(~au + ~ar + ~acor)

F1 = m(au1
+ ar1 + acor1)

Pozn.1: Pokud by se řešil složený pohyb pomocı́ d’Alembertova principu, bylo by
nutné zavést tři setrvačné sı́ly

• setrvačnou sı́lu unášivou

• setrvačnou sı́lu relativnı́

• Coriolisovu setrvačnou sı́lu

Pozn.2: Kinetická energie složeného pohybu

Ek =
1

2
m |~va|2 =

1

2
m |(~vu + ~vr)|2

tzn. je třeba přepočı́tat vektorově velikost absolutnı́ rychlosti.
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1.14 Řešenı́ dynamiky hmotného bodu v přirozených
souřadnicı́ch

Přirozené souřadnice jsou:

- normála ... ~n
- tečna ... ~τ
- binormála ...~b

Z těchto třı́ jednotlivých vektorů se skládá průvodnı́ trojhran: platı́~b = ~n× ~τ . Pohy-
bové rovnice jsou pak následujı́cı́

n : man =
∑

Fn

τ : maτ =
∑

Fτ

b : mab =
∑

Fb

an ... normálové zrychlenı́: an =
v2

R
(R .. poloměr trajektorie)

aτ ... tečné zrychlenı́: aτ =
dv
dt

ab ... tečné zrychlenı́: ab = 0

Celkové zrychlenı́ je pak

a =
√
a2
n = a2

τ + a2
b

13



Přı́klad:

1) Kinematický rozbor:
těleso koná složený pohyb

14



2) Silový rozbor

n : N1 = m(a32n+acor+a21n sin
ϕ32

2
+a21τ cos

ϕ32

2
)

τ : −T1 − T2 = m(−a21n cos
ϕ32

2
+ a21τ sin

ϕ32

2
+ a32τ)

b : N2 − FG = 0

acor = 2ω21v32

a32n = ϕ̇2
32R (ω̇32R) a21n = ω2

21a T1 = f1N1

a32τ = ϕ̈32R (α32R) a21τ = α21a T2 = f2N2

a2 = R2 +R2 + 2R2 cosϕ32

15



2 DYNAMIKA SOUSTAV HMOTNÝCH BODŮ

Model hmotného bodu nenı́ až na malé výjimky použitelný obecně pro řešenı́ úloh
dynamiky pro reálné soustavy. Daleko lepšı́m přı́stupem k řešenı́ se jevı́ použitı́ vı́ce
bodů. Reálnou součást pak modelujeme jako soustavu hmotných bodů spojených
navzájem tuhými vazbami. Provádı́me tzv. diskretizaci, kdy hmotnost daného tělesa
vhodně soustředı́me do několika hmotných bodů tak, aby zůstaly zachovány vlast-
nosti původnı́ho tělesa (těžiště,..)

Existujı́ dva přı́stupy k řešenı́ dynamiky soustav hmotných bodů

1. Analýza pohybu samostatných těles (uvolněnı́)
2. Analýza pohybu jako celku

2.1 Analýza pohybu jednotlivých těles
Tento přı́stup spočı́vá v uvolněnı́ jednotlivých hmotných bodů, zavedenı́ vazebnı́ch
sil a sepsánı́ pro každý takto uvolněný hmotný bod pohybovou rovnici. Dostáváme
soustavu n rovnic. Tuto soustavu musı́me doplnit doplňkovými rovnicemi, kinema-
tickými vazbami a vazebnými podmı́nkami. Celou tuto soustavu dále řešı́me.

16



Pohybová rovnice i-tého tělesa:

~Fi +
n−1∑
j=1

~Fij = m~ai Fi1 +
n−1∑
j=1

Fij1 = mai1

Nevýhoda tohoto přı́stupu:
Soustava rovnic může být velmi rozsáhlá a jejı́ řešenı́ může být značně kompliko-
vané.

Výhoda:
Zı́skáme komplexnı́ řešenı́, tj. všechny kinematické i silové parametry soustavy hmotných
bodů.

2.2 Analýza pohybu jako celku

Z geometrie platı́:

~rT = ~ri + ~riT ~vT = ~vi + ~viT ~aT = ~ai + ~raT

Pro těžiště platı́: ~rT =

∑
mi~ri∑
mi

Z toho derivacı́ dostaneme

~rT
∑

mi =
∑

mi~ri ~vT
∑

mi =
∑

mi~vi

~aT
∑

mi =
∑

mi~ai

17



a) Hybnost a moment hybnosti
Hybnost a moment hybnosti určujı́ pohybový stav soustavy hmotných bodů.

Hybnost: ~H =
∑

mi~vi

dosazenı́m ~H =
∑

mi~vT a za předpokladu
∑
mi = m dostaneme

~H = m~vT H1 = mvT1

Moment hybnosti:

~bo =
∑

~boi =
∑

~ri ×
∑

mi~vi

Platı́

~ri = ~rT − ~riT ~vi = ~vT − ~viT
Dosazenı́m dostaneme

~bo =
∑

[(~rT − ~riT )×mi(~vT − ~viT )] =

=
∑[

~rT ×mi~vT − ~rT ×mi~viT︸ ︷︷ ︸
=0

−~riT ×mi~vT︸ ︷︷ ︸
=0

+~riT ×mi~viT

]

~bo =
∑

~rT ×mi~vT + ~riT ×mi~viT

~bo = ~rT ×m~vT +
∑

~riT ×mi~viT

bo1 = rT1
mvT1

+
∑

riT 1
miviT 1

b) Pohybové rovnice
Pohybové rovnice dostaneme jako totálnı́ diferenciál podle času hybnosti, resp. mo-
mentu hybnosti

~F =
d ~H
dt

~Mo =
d~bo
dt

18



dostaneme

~F =
d ~H
dt

=
md~vT

dt
= m~aT

~F = m~aT F1 = maT1

~Mo =
d~bo
dt

=
d (~rT ×m~vT +

∑
~riT ×mi~viT )

dt

~Mo = ~vT ×m~vT︸ ︷︷ ︸
=0

+~rT ×m~aT +
∑

~viT ×mi~viT︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑

~riT ×mi~aiT

Potom

~Mo = ~rT ×m~aT +
∑

~riT ×mi~aiT

Mo1 = rT1
maT1

+
∑

riT 1
miaiT 1

Poznámky:

1) Rovnice jsou navzájem vázané, v obou se vyskytuje ~aT . Toto nenı́ ideálnı́ z hle-
diska řešenı́. Mnohem jednoduššı́ je řešit dvě nezávislé rovnice. Do tohoto stavu lze
rovnice převést vhodnou volbou souřadného systému. Zvolı́me-li počátek souřadného
systému do těžiště, bude vektor ~rT = 0 a momentová pohybová rovnice přejde do
tvaru

~Mo =
∑

~riT ×mi~aiT

2) Rovnice řešı́ translačnı́ i rotačnı́ pohyb (natáčenı́ soustavy hmotných bodů) →
obecný rovinný pohyb. Je-li počátek souřadného systému v těžišti, pak silová po-
hybová rovnice řešı́ translačnı́ pohyb a momentová pohybová rovnice řešı́ rotačnı́
pohyb.

c) Kinetická energie
Kinetická energie soustavy hmotných bodů je dána vztahem

Ek =
1

2

∑
miv

2
i
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Dosadı́me-li za ~vi, dostaneme

Ek =
1

2

∑
mi(~vT − ~viT )2 =

1

2

∑
mi(v

2
T − 2vTviT + v2

iT ) =

=
1

2

(∑
miv

2
T−
∑

2mivTviT︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑

miv
2
iT

)
Dostáváme

Ek =
1

2
mv2

T +
1

2

∑
miv

2
iT

Tomuto vztahu se řı́ká Königova věta. Výsledná kinetická energie se skládá ze dvou
částı́. Prvnı́ část má souvislost s translačnı́m pohybem a udává rychlost těžiště, druhá
část má souvislost s rotačnı́m pohybem a jedná se o rychlosti jednotlivých hmotných
bodů okolo těžiště.

3 MOMENTY SETRVAČNOSTI

Moment setrvačnosti udává mı́ru setrvačných účinků při rotačnı́m pohybu tělesa.

Lze definovat následujı́cı́ momenty setrvačnosti (všechny [kgm2]):

1. Osové
2. Rovinné
3. Polárnı́
4. Deviačnı́
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3.1 Momenty setrvačnosti
Osové momenty setrvačnosti

Ix =

∫
m

(y2 + z2) dm Iy =

∫
m

(x2 + z2) dm

Iz =

∫
m

(x2 + y2) dm

Rovinné momenty setrvačnosti

Ixy =

∫
m

z2 dm Ixz =

∫
m

y2 dm Iyz =

∫
m

x2 dm

Polárnı́ moment setrvačnosti

Ip =

∫
m

(x2 + y2 + z2) dm

Deviačnı́ momenty setrvačnosti

Dxy =

∫
m

xy dm Dxz =

∫
m

xz dm Dyz =

∫
m

yz dm

3.2 Tenzor setrvačnosti

I =

 Ix Dxy Dxz

Dxy Iy Dyz

Dxz Dyz Iz


Vykazuje tenzorové vlastnosti. Lze jı́m rotovat (rotace souřadnicového systému) a
tı́m dosahovat zvláštnı́ch stavů.
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3.3 Souřadnicové systémy
Hlavnı́ souřadnicový systém
Je to takové natočenı́ tenzoru setrvačnosti, kdy jsou mimodiagonálnı́ prvky nulové
(deviačnı́ momenty). Souřadnicový systém odpovı́dajı́cı́ tomuto natočenı́ je hlavnı́
souřadnicový systém. Tenzor setrvačnosti má pro hlavnı́ souřadnicový systém tvar

I =

 Ix 0 0

0 Iy 0

0 0 Iz


Určenı́ hlavnı́ho souřadnicového systému:

1) Má-li těleso osu symetrie, pak na této ose ležı́ jedna z os hlavnı́ho souřadnicového
systému.

2) Má-li těleso rovinu symetrie, pak v této rovině ležı́ dvě na sebe kolmé osy, které
jsou součástı́ hlavnı́ho souřadnicového systému.

3) Má-li těleso dvě roviny symetrie, pak jejich průsečnice je osou hlavnı́ho souřadnicového
systému.

Centrálnı́ souřadnicový systém
Je to takový souřadnicový systém, který probı́há těžištěm tělesa.

Hlavnı́ centrálnı́ souřadnicový systém
Je to takový souřadnicový systém, který je hlavnı́, tzn. (Dxy = Dyz = Dxz = 0) a
probı́há těžištěm.

3.4 Steinerova věta
Sloužı́ k určovánı́ momentů setrvačnosti pro souřadné systémy, které neležı́ v těžišti,
známe-li hodnotu momentu setrvačnosti v těžišti tělesa.

Je obecně pro všechny momenty setrvačnosti možné ji definovat ve tvaru

Ip = IT +m · (pos)2

Ip ...... moment setrvačnosti posunutého bodu
IT ..... moment setrvačnosti v těžišti
pos ... vzdálenost mezi těžištěm a posunutým bodem
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Přı́klad
Určete moment setrvačnosti tenkého disku k ose procházejı́cı́ těžištěm

Iz =

∫
m

(x2 + y2) dm dm = ρdV = 2πRdRLρ

x2 + y2 = R2

Iz =

R∫
0

R2 · 2πρLR dR =

R∫
0

2πρLR3 dR =

= 2πρL
R4

4
=

1

2
πρLR4

Vı́me, že m = ρV = ρπR2L tudı́ž po dosazenı́ vycházı́, že platı́:

Iz =
1

2
mR2
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4 DYNAMIKA TRANSLAČNÍHO POHYBU TĚLESA

Translačnı́ pohyb tělesa je definován tak, že spojnice dvou libovolných bodů má při
pohybu stále stejný směr. Platı́ tedy, že všechny body majı́ stejné dráhy, stejné rych-
losti a stejná zrychlenı́.

Proto je pohyb tělesa při translačnı́m pohybu určen pohybem jednoho bodu. Tı́mto
bodem necht’ je těžiště.

Dynamika translačnı́ho pohybu tělesa je tak totožná s translačnı́m pohybem hmotného
bodu.

4.1 Hybnost
~H = m~v H1 = mv1

4.2 Moment hybnosti
Moment hybnosti k těžišti je nulový, protože ~ω = 0

~b0 = 0 bo1 = 01

Moment hybnosti k libovolnému jinému bodu je

~b0 = ~r × ~H bo1 = R1h1
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4.3 Pohybová rovnice
Je definována jako derivace hybnosti, eventuálně momentu hybnosti za čas.

~F =
d ~H
dt

= m
d~v
dt

= m~a F1 = ma1

~Mo =
d~bo
d~t

= 0

4.4 Kinetická energie
Kinetická energie je definována pro translačnı́ pohyb:

Ek =
1

2
mv2

5 ROTAČNÍ POHYB TĚLESA

Těleso vykonává rotačnı́ pohyb, jestliže v něm existuje přı́mka, pro kterou platı́, že
všechny jejı́ body majı́ nulovou rychlost. Tato přı́mka se jmenuje osa rotace.

5.1 Hybnost a moment hybnosti
Zvolı́me-li počátek souřadného systému na osu rotace, je hybnost nulová

~H = ~0

Moment hybnosti lze odvodit z definičnı́ho vztahu

~bo = ~r × ~H

Převedeme-li si jej do diferenčnı́ podoby, bude

d~bo = ~r × d ~H d ~H = ~v dm ~v = ~ω × ~r
pak

d~bo = ~r × (~ω × ~r) dm
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Maticově lze tento vztah možné vyjádřit

dbo1 = R1Ω1r1 dm

kde

R1 =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 Ω1 =

 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 r1 =

 x

y

z


pak 

d~bx

d~by

d~bz

 =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 ·
 x

y

z

 dm


d~bx

d~by

d~bz

 =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 −ωyωx

0

 dm =

 −ωxz
−ωyz

ω(x2 + y2)

 dm

~b0 =

∫
m

 −ωxz
−ωyz

ω(x2 + y2)

 dm =

∫
m

 −ωxz dm

−ωyz dm

ω(x2 + y2) dm

 =

=


∫
m

−ωxz dm∫
m

−ωyz dm∫
m

ω(x2 + y2) dm

 =


−ω

∫
m

xz dm

−ω
∫
m

yz dm

ω
∫
m

(x2 + y2) dm

 =

 −ωDxz

−ωDyz

ωIz



⇒ bo1 = I1ω1 kde ω =

 ωx

ωy

ωz

 =

 0

0

ω
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Jestliže je souřadnicový systém hlavnı́ centrálnı́, pak platı́, že Dxy,Dyz,Dxz = 0 a
pak je moment hybnosti

~bo = Io~ω

5.2 Pohybové rovnice

~F =
d ~H
dt

~Mo =
d~bo
dt

~F = ~0

~M =
d~Io~ω

dt
= Io

d~ω
dt

= Io~α

~M = Io~α M1 = Io1α1

5.3 Kinetická energie
Kinetická energie je pro rotačnı́ pohyb definovaná ve tvaru

Ek =
1

2
Ioω

2

a maticově

Ek =
1

2
ωT Ioω

5.4 Detailnı́ rozbor rotačnı́ho pohybu
Rotačnı́ pohyb je jeden z technicky nejdůležitějšı́ch pohybů, který je ve velké mı́ře
použı́ván v technických aplikacı́ch. Je proto důležité si jej podrobněji rozebrat.
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Jako model si vybereme těleso dle obrázku

Pohybové rovnice jsou následujı́cı́:∑
F1 = ma1

∑
Mo1 = I1α1

kde

aM = αrM + ΩvM = aτ + an

vM = ΩrM

rM =

 x

y

z

 Ω =

 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 a =

 0 −α 0

α 0 0

0 0 0
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pak

vM =

 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 ·
 x

y

z

 =

 −ωyωx

0



αM =

 0 −α 0

α 0 0

0 0 0

 ·
 x

y

z

+

 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 ·
 −ωyωx

0



αM =

 −αy − ω
2x

αx− ω2y

0



Momentovou rovnici lze rozepsat na tvar

~M =

∫
m

~r × ~a dm

Pak je výhodné si vyřešit i vektorový součin ~r × ~a

~r × ~a = RaM

kde

R =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0


pak

RaM =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 −αy − ω

2x

αx− ω2y

0

 =

 −αxz + ω2yz

−αyz − ω2xz

α(x2 + y2)



Potom lze sepsat pohybové rovnice v následujı́cı́m tvaru:

Fx : FAx + FBx + FV x = −α
∫
m

y dm− ω2
∫
m

x dm
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Fy : FAy + FBy + FV y = α
∫
m

x dm− ω2
∫
m

y dm

Fz : FAz − FG + FV z = 0

Mx : −FByL+ FGyT +MV x = −α
∫
m

xz dm+ ω2
∫
m

yz dm

Mx : FBxL+ FGxT +MV y = −α
∫
m

yz dm− ω2
∫
m

xz dm

Mz : MV z = α
∫
m

(x2 + y2) dm

Platı́: ∫
m

y dm = yTm

∫
m

xz dm = Dxz

∫
m

x dm = xTm

∫
m

yz dm = Dyz

∫
m

(x2 + y2) dm = Iz

Pak lze rovnice přepsat do tvaru∑
Fx = (−αyT − ω2xT )m∑
Fy = (αxT − ω2yT )m∑
Fz = 0∑
Mx = −αDxz + ω2Dyz∑
My = αDyz − ω2Dxz∑
Mz = Izα

V maticové podobě∑
F2 = m(α2 + Ω2

2)rT2
∑

M2 = I2α2 + Ω2I2ω2

kde pro jednoduchost jsou použity spolurotujı́cı́ souřadnice.
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Pozn.: Odvozenı́ vzthau pro momentovou rovnici

~Mo =
d~bo
dt

~b = ~r × ~H ~H = m~v

~b = ~r × ~v m ⇒ d~b = ~r × ~v dm

~M =
d(~r × ~v dm)

dt
=

(
d~r
dt
× ~v + ~r × d~v

dt

)
dm

(~v × ~v︸ ︷︷ ︸
=0

+~r × ~a)dm ⇒ ~M =

∫
m

~r × ~a dm

Poznámka k dosaženým pohybovým rovnicı́m

Prvnı́ch 5 pohybových rovnic (3F + 2M) představuje silovou a momentovou rov-
nováhu. Jediná pohybová rovnice je poslednı́ momentová. K výpočtu sil v ložiscı́ch
je zapotřebı́ prvnı́ch pět rovnic. Z nich se ukazuje, že sı́ly v ložiscı́ch nejsou závislé
jen od vnějšı́ho zatı́ženı́, reprezentované silovou a momentovou výslednicı́, ale zavisı́
i od úhlové rychlosti ~ω a od úhlového zrychlenı́ ~α. To je poměrně nepřı́jemná situ-
ace, protože tyto mohou nabývat relativně vysokých hodnot, často přesahujı́ i hod-
noty vnějšı́ho silového působenı́. Je tedy snaha eliminovat tyto silové a momentové
účinky. Snižovat ~ω a ~α nenı́ technicky realizovatelné. Jedinou cestou, jak dosáhnout,
aby tyto účinky byly nulové, je docı́lit stavu, kdy xT = yT = Dxy = Dyz = 0 a nebo
se tomuto budou blı́žit.

Uvedenému postupu se řı́ká vyvažovánı́ tuhých těles.

5.5 Vyvažovánı́ tuhých těles
Cı́lem vyvažovánı́ tuhých těles je eliminovat přidané silové a momentové účinky.
Tyto přidané účinky jsou závislé na úhlové rychlosti ~ω a na úhlovém zrychlenı́ ~α.

5.5.1 Eliminace silových účinků - statické vyvažovánı́

Při statickém vyvažovánı́ se snažı́me odstranit přidané zatěžujı́cı́ účinky, které se
nacházejı́ v silových pohybových rovnicı́ch. Tyto účinky se budou blı́žit nule, bude-
li
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xT → 0 yT → 0
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Snahou i cı́lem statického vyvažovánı́ je dosáhnout toho, aby těžiště leželo v ose ro-
tace.

Při statickém vyvažovánı́ eliminujeme vliv tı́hové sı́ly. Tato sı́la má charakter volného
vektoru a proto si ji můžeme vhodně posouvat na tělese. Stačı́ nám tedy vyvažovat v
jedné vyvažované rovině.

Technické provedenı́

a) Lehký stroj - jedná se o vyvažovánı́ za klidu. Stroj umı́stı́me na vyvažovacı́ trny a
nastavı́ se tak, že těžiště je pod osou rotace. Na protilehlou stranu přidáme hmotu
tak, abychom dosáhli toho, že se motor po novém usazenı́ nebude otáčet.

Veličina, která charakterizuje mı́ru nevyváženosti, se nazývá nevývaha a je vyjádřena
vztahem

N = me [kgm]

e je excentrita - udává, o kolik je těžiště vychýleno z osy rotace.

Musı́ platit
me = mpp

p je většinou jasně dána bud’ konstrukčně nebo technologicky.

b) Těžký stroj - jedná se o vyvažovánı́ za rotace. Většina těles je poměrně hmotná a
tak nenı́ možné je vyvažovat na vyvažovacı́ch trnech. Proto jsou za tı́mto účelem
konstruovány speciálnı́ stroje - vyvažovačky, které majı́ v ložiscı́ch zabudované
měřı́cı́ prvky, které jsou schopny zjišt’ovat parametry, které jsou nezbytné pro
správné vyváženı́, jako jsou excentrita, poloha excentrity, poloha těžiště, působı́cı́
sı́ly v ložiscı́ch apod.
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5.5.2 Eliminace momentových účinků - dynamické vyvažovánı́

Při dynamickém vyvažovánı́ se snažı́me odstranit přidané zatěžujı́cı́ účinky, které
se nacházejı́ v momentových pohybových rovnicı́ch. Tyto účinky se budou blı́žit
nule, pokud bude

Dxz → 0 Dyz → 0

Snahou i cı́lem při dynamickém vyvažovánı́ je dosáhnout stavu, kdy osa rotace je
hlavnı́ osou setrvačnosti

Při dynamickém vyvažovánı́ eliminujeme vliv momentu. Moment lze modelovat
jako silovou dvojici, je proto nutné vyvažovat minimálně ve dvou vyvažovacı́ch
rovinách.

Technické řešenı́ je možné pouze za rotace. Za klidu se tento vliv vůbec neprojevı́.
Provádı́ se opět na speciálnı́ch strojı́ch jako v přı́padě statického vyvažovánı́.
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6 OBECNÝ ROVINNÝ POHYB

Jedná se o takový pohyb tělesa, jehož body opisujı́ křivky v rovnoběžných rovinách.

Obecný rovinný pohyb se skládá z pohybu translačnı́ho, reprezentovaného referenčnı́m
bodem a pohybu rotačnı́ho okolo tohoto referenčnı́ho bodu.

Těleso, které koná obecný rovinný pohyb, má 3 stupně volnosti - traslace ve dvou na
sebe kolmých směrech a rotace okolo osy, která je kolmá na směry translace.

6.1 Hybnost a moment hybnosti

~rM = ~rT + ~rMT ~vM = ~vT + ~vMT ~aM = ~aT + ~aMT

~vMT = ~ω × ~rMT

Statický moment:
∫
m

~rMT dm = 0

Hybnost tělesa při obecném rovinném pohybu je definovaná následovně

d ~H = ~vM dm = (~vT + ~ω × ~rMT ) dm = ~vT dm+ (~ω × ~rMT ) dm

~H =

∫
m

~vT dm+

∫
m

(~ω × ~rMT ) dm

︸ ︷︷ ︸
=0
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~H = m~vT H1 = mvT1

Pro moment hybnosti vyjdeme ze vztahu

d~bo = ~rM × ~vM dm = (~rT + ~rTM)× (~vT + ~vTM) dm =

= ~rT × ~vT dm+ ~rT × ~vTM dm︸ ︷︷ ︸
=0

+~rTM × ~vT dm︸ ︷︷ ︸
=0

+~rTM × ~vTM dm

~bo =

∫
m

(~rT × ~vT ) dm+

∫
m

(~rTM × ~vTM) dm

~vTM = ~ω × ~rTM

~bo = (~rT × ~vT )m+

∫
m

(~rTM × ~ω × ~rTM) dm

∫
m

(~rTM × ~ω × ~rTM) dm ⇒
∫
m

R1Ω1r1 dm

R1 =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0


TM

Ω1 =

 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 r1 =

 x

y

z


TM

pak ∫
m

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 0 −ω 0

ω 0 0

0 0 0

 ·
 x

y

z

 dm

∫
m

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 −ωyωx

0

 dm =

∫
m

 −ωxy
−ωyz

ω(x2 + y2)

 dm =

= ω

∫  −xy dm

−yz dm

(x2 + y2) dm

 = ω

 −Dxy

−Dyz

Iz
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~bo = Io~ω bo1 = Ioω1

6.2 Pohybové rovnice
6.2.1 Pro obecný referenčnı́ bod

Vyjdeme z hybnosti a momentu hybnosti

~F =
d ~H
dt

~Mo =
d~bo
dt

~F =
dm~vT

dt
= m

d~vT
dt

= m~aT

~F = m~aT F1 = maT1

~Mo =
d~bo
dt

=
dIo~ω

dt
+

d(~rT × ~vT )m

dt
= Io

d~ω
dt

+m

(
d~rT
dt
× ~vT + ~rT ×

d~vT
dt

)
=

= Io~α +m(~vT × ~vT︸ ︷︷ ︸
=0

+~rT × ~aT ) = Io~α + (~rT × ~aT )m

~Mo = Io~α + (~rT × ~aT )m Mo1 = Ioα1 + (R1a1)m

V momentové pohybové rovnici se vyskytuje zrychlenı́ a ⇒ silová a momentová
rovnice jsou spolu svázány. Tuto vazbu je možné změnit tak, že opět zvolı́me za re-
ferenčnı́ bod těžiště.

6.2.2 Pro referenčnı́ bod těžiště

Silová pohybová rovnice se nezměnı́

~F = m~aT F1 = ma1

V momentové rovnici se druhý člen stane nulovým, takže pohybová rovnice má tvar

~Mo = Io~α M1 = Ioα1
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K této soustavě pohybových rovnic je nutné doplnit soustavu doplňkových rovnic,
které udávajı́ vazbu mezi translačnı́m a rotačnı́m pohybem. Doplňkové rovnice jsou
pro řešenı́ nutné.

Poznámka z kinematiky

Úhlová rychlost kolem pólu rychlosti a kteréhokoliv dalšı́ho bodu tělesa jsou stejné.

6.3 Kinetická energie obecného rovinného pohybu
Kinetická energie je dána součtem kinetických energiı́ pro translačnı́ pohyb a kine-
tické energie pro rotačnı́ pohyb. Jako referenčnı́ bod se předpokládá, že je zvoleno
těžiště.

Ek =
1

2
mv2

T +
1

2
Ioω

2

6.4 Analýza chovánı́ válečku
a) Váleček koná translačnı́ pohyb - docházı́ ke smýkánı́

Těleso má jeden stupeň volnosti, pohyb je translačnı́.

Pohybová rovnice má tvar: F − T = ma

Statická rovnice: FG = N

Doplňková rovnice: T = fN
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b) Váleček koná rotačnı́ pohyb

Těleso má jeden stupeň volnosti, pohyb je rotace.

Pohybová rovnice má tvar: FR− TR = Ioα

Statická rovnice: FG = N

Doplňková rovnice: T = fN

c) Váleček se valı́

Těleso má dva stupně volnosti, pohyb je obecný rovinný.

Pohybové rovnice jsou

F − Fτ = m~a FR−Ne+ FτR = Iα

Statická rovnice: FG = N

Doplňková vazebnı́ rovnice: a = Rα

Kontrola předpokladu valenı́: Fτ < fN
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7 SFÉRICKÝ POHYB

Těleso koná sférický pohyb, jestliže existuje jeden bod tělesa, který je trvale v klidu.
Trajektorie jsou křivky, které ležı́ na kulové ploše. Jedná se o prostorové křivky.

Těleso, které koná sférický pohyb, má 3 stupně volnosti a jedná se o 3 rotace kolem
navzájem kolmých směrů.

Z historického hlediska jsou vypracovány dva přı́stupy, které řešı́ kinematiku sférického
pohybu. Prvnı́ přı́stup je řešenı́ pomocı́ Cardanových úhlů. Jde o pootočenı́ kolem
jednoho směru, čı́mž se vytvořı́ nová poloha a následné pootočenı́ kolem této nové
polohy a dalšı́ pootočenı́ kolem takto vzniklé polohy. Přı́stup je poměrně speciálnı́ a
složitý.
Druhý přı́stup definoval Euler a pomocı́ tohoto přı́stupu definoval 3 úhly:
- rotace ~ϕ
- precese ~ψ
- nutace ~ϑ
a jim odpovı́dajı́cı́ úhlové rychlosti ~̇ϕ, ~̇ψ, ~̇ϑ

Pro řešenı́ sférického pohybu je výchozı́m bodem d’Alembertův teorém:

”Sférický pohyb lze nahradit pohybem rotačnı́m okolo okamžité osy otáčenı́.“

Na základě tohoto teorému definujeme okamžitou úhlovou rychlost

~ω = ~̇ϕ+ ~̇ψ + ~̇ϑ
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Vztah mezi složkami okamžité úhlové rychlosti a Eulerovými úhly nám definujı́ Eu-
lerovy vzorce

ωx1 = ϕ̇ sinϑ sinψ + ϑ̇ cosψ

ωy1 = −ϕ̇ sinϑ cosψ + ϑ̇ sinψ

ωz1 = ϕ̇ cosϑ+ ψ̇

pro pevný souřadný systém a

ωx2 = ψ̇ sinϑ sinϕ+ ϑ̇ cosϕ

ωy2 = ψ̇ sinϑ cosϕ+ ϑ̇ sinϕ

ωz2 = ψ̇ cosϑ+ ϕ̇

pro spolurotujı́cı́ systém souřadnic

Technicky zajı́mavými jsou přı́pady, kdy je některý z Eulerových úhlů konstantnı́.
Vezmeme-li jako konstantnı́ úhel nutace, platı́:

~ϑ = konst. ⇒ ~̇ϑ = ~0

Potom pro okamžitou úhlovou rychlost musı́ platit

~ω = ~̇ϕ+ ~̇ψ

~α =
d~ω
dt

=
dω ~eω

dt
=

dω
dt

~eω + ~ω
d ~eω
dt

=

= ~eω · ~̇ω + ~ωω × ~ω ⇒ změna velikosti + změna polohy

dále platı́ ωω = ~̇ψ
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pro změnu polohy platı́: ~̇ψ × ( ~̇ϕ+ ~̇ψ) a tato změna definuje Resalovo zrychlenı́

~αRes = ~̇ψ × ( ~̇ϕ+ ~̇ψ) = ~̇ψ × ~̇ϕ+ ~̇ψ × ~̇ψ︸ ︷︷ ︸
=0

~αRes = ~̇ψ × ~̇ϕ

Podle vzájemné rotace rozeznáváme dva přı́pady pohybu - precesı́

Souběžná precese Protiběžná precese

7.1 Hybnost a moment hybnosti

~rM = ~rT + ~rTM

~vM = ~vT + ~vTM

~aM = ~aT + ~aTM

~vM = ~ω × ~rM

Pro hybnost sférického pohybu platı́ stejné zákonitosti jako pro pohyb rotačnı́ s tı́m
rozdı́lem, že při sférickém pohybu jsou všechny veličiny okamžité, tj. měnı́ svůj směr
i svou velikost.
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d ~H = ~vM dm = (~ω × ~rM) dm = ~ω × (~rT + ~rTM) dm = (~ω × ~rT + ~ω × ~rTM︸ ︷︷ ︸
=0

) dm

⇒ d ~H = (~ω × ~rT ) dm = ~vT dm

~H =

∫
vT dm = mvT

~H = m~vT H1 = mvT1

vT je okamžitá rychlost, tj. opět měnı́ svůj směr i velikost.

Moment hybnosti je definován jako:

d~bo = ~rM × d ~H = ~rM × (~ω × ~rM) dm = R1Ω1r1 dm

R1 =

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 Ω1 =

 0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 r1 =

 x

y

z


pak  0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 ·
 x

y

z

 =

=

 0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 ·
 −ωzy + ωyz

ωzx− ωxz
−ωyx+ ωxy

 =

 ωzyz + ωyyz

ωzxz + ωxxz

ωyxy + ωxxy


potom

d~bo =

∫
m

 ωzyz + ωyyz

ωzxz + ωxxz

ωyxy + ωxxy

 dm = I1ω1 = bo1

bo1 = I1ω1
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Dalšı́, mnohem delšı́ způsob odvozenı́ momentu hybnosti je následujı́cı́. Vyjdeme ze
spolurotujı́cı́ho souřadného systému

d~bo2 = ~r2 × (~ω2 × ~r2) dm

a provedeme vektorové součiny, např. pomocı́ rozvoje determinantu

~ω2 × ~r2 =


~i2 ~j2

~k2

ωx ωy ωz

x y z

 = ~i2 (ωyz − ωzy)︸ ︷︷ ︸
a

+~j2 (ωzx− ωxz)︸ ︷︷ ︸
b

+~k2 (ωxy − ωyx)︸ ︷︷ ︸
c

~r2 × (~ω2 × ~r2) =


~i2 ~j2

~k2

x y z

a b c

 = ~i2 (yc− zb)︸ ︷︷ ︸
A

+~j2 (za− xc)︸ ︷︷ ︸
B

+~k2 (xb− ya)︸ ︷︷ ︸
C

A = y(ωxy − ωyx)− z(ωzx− ωxz) = ωxy
2 − ωyxy − ωzxz + ωxz

2 =

= ωx(y
2 + z2)− ωyxy − ωzxz

B = z(ωyz − ωzy)− x(ωxy − ωyx) = ωyz
2 − ωzyz − ωxxy + ωyx

2 =

= −ωxxy + ωy(x
2 + z2)− ωzyz

C = x(ωzx− ωxz)− y(ωyz − ωzy) = ωzx
2 − ωxxz − ωyyz + ωzy

2 =

= −ωxxz − ωyyz + ωz(x
2 + y2)

Pak

d~bo2 =

∫
m

 A

B

C

 dm =

∫
m

 (ωx(y
2 + z2)− ωyxy − ωzxz) dm

(−ωxxy + ωy(x
2 + z2)− ωzyz) dm

(−ωxxz − ωyyz + ωz(x
2 + y2)) dm

 =

= ~bo2 =

 ωxIx − ωyDxy − ωzDxz

−ωxDxy + ωyIy − ωzDyz

−ωxDxz − ωyDyz + ωzIz
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bo2 = I2ω2

Pomocı́ transformačnı́ch vztahů mezi souřadnými systémy lze tento vztah převést do
pevného souřadného systému.

bo1 = I1ω1

Opět se zde jedná o okamžité veličiny, které měnı́ svoji velikost i směr.

7.2 Pohybové rovnice
Pohybové rovnice se odvodı́ ze své definice jako časové derivace hybnosti, resp.
momentu hybnosti. Při derivovánı́ je potřeba dodržovat, že se v obou přı́padech jedná
o okamžité veličiny, tj. je potřeba provádět derivaci jako totálnı́ diferenciál.
Pohybové rovnice lze v základnı́m tvaru napsat v následujı́cı́ podobě

~F =
∂ ~H

∂t
+ ~ωH × ~H ~Mo =

∂~bo
∂t

+ ~ωbo ×~bo

F1 =
∂H1

∂t
+ ΩH1

H1 Mo1 =
∂bo1
∂t

+ Ωbo1bo1

kde: ωH je úhlová rychlost, s jakou rotuje vektor hybnosti okolo okamžité osy ro-
tace

ωbo je úhlová rychlost, s jakou rotuje vektor momentu hybnosti okolo okamžité
osy rotace

Prvnı́ člen v obou rovnicı́ch vyjadřuje časovou změnu, druhý změnu prostorovou.

V přı́padě, že souřadnicové osy budou hlavnı́mi osami setrvačnosti, pak jsou po-
hybové rovnice pouze momentové a lze je napsat v následujı́cı́m tvaru, rovnice se
nazávajı́ Eulerovy rovnice

~Mx = Ix~αx + (Iz − Iy)~ωy~ωz
~My = Iy~αy + (Ix − Iz)~ωx~ωz
~Mz = Iz~αz + (Iy − Ix)~ωy~ωx
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7.3 Kinetická energie
Kinetická energie tělesa, které vykonává sférický pohyb lze napsat ve tvaru

Ek =
1

2
Ioω

2

kde Io je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k okamžité ose otáčenı́. Lze ho vyjádřit
jako součet momentů setrvačnosti k jednotlivým osám a dostaneme tvar

Ek =
1

2
Ixω

2
x +

1

2
Iyω

2
y +

1

2
Izω

2
z −Dxyωxωy −Dxzωxωz −Dyzωyωz

což lze napsat v maticové podobě

Ek =
1

2
ωT1 I1ω1

7.4 Technicky využitelné přı́pady sférického pohybu
7.4.1 Regulárnı́ precese

Vycházı́ ze skutečnosti, že úhel nutace je konstantnı́ a tı́m pádem je úhlová rychlost
nutace nulová. Vyskytuje se Resalovo úhlové zrychlenı́ ~αRes

~αRes = ~̇ψ × ~̇ϕ

na základě tohoto Resalova zrychlenı́ se v soustavě objevı́ přidaný moment, gyro-
skopický moment, který je definován

~MG = −I~αRes
Tento gyroskopický moment nám může významně ovlivnit zatı́ženı́ působı́cı́ v uloženı́
tělesa.

7.4.2 Těžký setrvačnı́k

Jedná se o model tělesa, které je zatı́ženo pouze jednou vnějšı́ silou a to tı́hovou a je
vázáno mimo těžiště. Tohoto setrvačnı́ku se využı́vá hlavně ke stabilizaci pohybu.

46



7.4.3 Lehký setrvačnı́k

Jde o model tělesa, na které působı́ jedna vnějšı́ sı́la a těleso je vázáno v těžišti.
Takto vázáný setrvačnı́k má tendenci zachovávat po roztočenı́ svoji polohu v pro-
storu a využı́vá se jako např. navigačnı́ zařı́zenı́.

Přı́klad LETADLO

Určit αRes, MG

ϕ...rotace ψ...precese

~αRes = ~̇ψ × ~̇ϕ

Gyroskopický moment MG

~MG = −I~αRes
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8 DYNAMIKA SOUSTAV TĚLES

Stroje a technické objekty jsou zpravidla složeny z vı́ce těles. Jejich množstvı́ a
složitost jsou dány složitostı́ daného problému. Cı́lem řešenı́ problematiky je se-
stavit soustavu pohybových rovnic tak, abychom jejı́m řešenı́m zı́skali požadované
veličiny.

8.1 Metoda uvolňovacı́
Metoda převádı́ vyšetřovánı́ soustavy těles na řešenı́ pohybu jednoduchých jednot-
livých těles. Jedná se o univerzálnı́ metodu, umožňujı́cı́ celkové dynamické řešenı́
soustavy. K pohybovým rovnicı́m je většinou nutno připojit kinematické rovnice a
rovnice vazeb tak, aby počet rovnic byl roven počtu neznámých. Pokud se podařı́
vyloučit všechny závislé veličiny, budeme mı́t soustavu n rovnic pro soustavu s n
stupni volnosti.
Velkou výhodou metody je to, že jsme schopni zı́skat všechny neznámé parametry
soustavy.

Přı́klad

Tělesa konajı́ následujı́cı́ pohyb:

1 - ORP
2 - RP
3 - TP

Soustava má jeden stupeň volnosti.
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Uvolněnı́:

Těleso 3:

FG3
− FL1

= m3a3

v3 = ω2R2 a3 = α2R2

Těleso 2:

FBx − FL2
sin β = 0

−FG2
+ FBy − FL1

− FL2
cos(90◦ − β) = 0

M2 + FL1
R2 − FL2

R2 = I2α2

ω2R2 = ω1(R1 + r1) → α2R2 = α1(R1 + r1)

v1T = ω1R1 → a1T = α1R1

Těleso 1:

FL2
− Fτ − FG1

sin β = m1a1

Fv1 − FG1
cos β = 0

−M1 + FL2
R1 + Fτr1 − FN1

e = I1α1
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8.2 Metoda redukce
Metoda vznikla z poznatku, že pro soustavu s jednı́m stupněm volnosti lze napsat po-
hybovou rovnici ve tvaru shodném s pohybovou rovnicı́ jediného tělesa, na které byly
redukovány všechny momentové a silové charakteristiky soustavy. Jedná se tedy o
nahrazenı́ skutečné soustavy soustavou jednoduššı́, kde však nejsou všechny dyna-
mické vlastnosti shodné se soustavou původnı́. Metoda je výhodná předevšı́m pro
soustavy, u kterých neuvažujeme třenı́. Řešenı́m je právě jeden kinematický nebo
silový parametr zkoumané soustavy. Nelze pomocı́ této metody vypočı́tat vnitřnı́ si-
lové účinky. Redukci provádı́me zásadně bud’ na těleso, které koná translačnı́ nebo
rotačnı́ pohyb. Redukovat těleso, které koná obecný rovinný pohyb, by bylo přı́liš
složité.

Při určovánı́ redukovaných hodnot vycházı́me z rovnosti kinematických energiı́ původnı́
a redukované soustavy a z rovnosti pracı́ nebo výkonů původnı́ a redukované sou-
stavy. Musı́ platit:

Ek,red = Ek,skut

Ared = Askut nebo Wred = Wskut

Přı́klad

Zadánı́: Zjistěte zrychlenı́ α3

Redukujeme na třetı́ těleso, potřebujeme Mred a Ired, kinetické energie a výkony
soustavy před a po redukci jsou stejné.
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Mred = Iredα3

Ek,red =
1

2
Iredω

2
3 =

1

2
I3ω

2
3 +

1

2
I2ω

2
2 +

1

2
I1ω

2
1 +

1

2
m1v

2
1T

= Ek,skut

Wred = Mredω3 = M3ω3 − FG3
L3

2
ω3 + FG1v1T − F1v1T = Wskut

potřebujeme ω2, ω1 a v1T v závislosti na ω3, utvořı́me tedy dané kinematické rovnice

ω3L3 = ω2R2 ω2R2 = ω22R1 v1T = ω1R1

8.3 Metoda obecné rovnice dynamiky
Metoda obecné rovnice dynamiky vycházı́ z d’Alembertova principu, pracuje se tedy
se setrvačnými silami. K odvozenı́ obecné rovnice dynamiky se přistupuje přes prin-
cip virtuálnı́ch pracı́ a princip virtuálnı́ch výkonů. Metoda je vhodná, chceme-li sta-
novit pouze jeden silový nebo kinematický parametr. Nefigurujı́ v nı́ vnitřnı́ silové
účinky.

Obecnou rovnici dynamiky si můžeme definovat ve tvaru∑
i

(
~Qi + ~Qsi

)
δ~qi = 0

kde: ~Qi ..... zobecněný vnějšı́ silový účinek
~Qsi ..... zobecněný setrvačný účinek

δ~qi ..... virtuálnı́ posuv
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8.4 Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Lagrangeovy rovnice 2. druhu jsou v současnosti nejužı́vanějšı́ metodou analytické
mechaniky pro sestavovánı́ pohybových rovnic pro modelová tělesa a soustavy těles.
Postup při sestavovánı́ pohybových rovnic je nezávislý na volbě souřadného systému.
Dalšı́ výhodou je skutečnost, že jedinými veličinami, které je třeba odvodit, jsou
energie, což jsou veličiny skalárnı́. Z odvozených rovnic jsou již od počátku vyřešeny
vazbové sı́ly, což dále zjednodušuje sestavovánı́ rovnic. Nevýhodou je to, že lze určit
jen tolik nezávislých silových nebo kinematických parametrů, kolik je stupňů vol-
nosti soustavy.

Lagrangeovu rovnice 2. druhu je možné uvést ve tvaru

d
dt

(
∂Ek

∂q̇i

)
− ∂Ek

∂qi
+
∂Ep

∂qi
+
∂ED

∂q̇i
=
∂A

∂qi
=
∂W

∂q̇i

kde: Ek ...... kinetická energie soustavy

Ep ...... potenciálnı́ energie soustavy

ED ..... disipativnı́ energie soustavy

A ....... práce vnějšı́ch sil

W ...... výkon vnějšı́ch sil

Pozn.: Gravitačnı́ sı́la ~FG - lze ji do pohybových rovnic zahrnout dvojı́m způsobem.
Bud’ ve formě potenciálnı́ energie, nebo jako sı́lu vnějšı́ a tı́m do práce nebo do
výkonu. Je však nutné, aby byla zahrnuta bud’ jednı́m nebo druhým způsobem,
každopádně ne oběma, jinak se navzájem odečte.

9 ÚVOD DO ANALYTICKÉ MECHANIKY

Vektorová mechanika vycházı́ bezprostředně z principů, které jsou vyjádřeny vztahy
mezi veškerými veličinami. V tom přı́padě je nutno respektovat směr jejich pohybu
a s ohledem na něj repsektovat smysl všech sil. Analytická mechanika vyjadřuje
zákony mechaniky pomocı́ skalárnı́ch veličin.

9.1 Druhy vazeb
Tvar geometrického vektoru, který omezuje volný pohyb bodového tělesa, určujı́
podmı́nkové rovnice, které se nazývajı́ rovnice vazby. Každá vazba snižuje určitý
počet stupňů volnosti dle svého charakteru.
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Rovnice každé vazby může být zobecněna do tvaru f(x, y, z, t) = 0

Takováto vazba se nazývá holonomnı́ (zcela zákonitá). Vazby, které tuto podmı́nku
nesplňujı́, se nazývajı́ neholonomnı́. Přı́kladem je napřı́klad tvar f(x, y, z, t) ≥ 0

Každá neholonomnı́ vazba, která nezávisı́ explicitně na čase se nazývá skleronomnı́
(tuhá), závisı́-li na čase, nazývá se rheonomnı́ (proměnlivá).

v úlohách, kde se pracuje s pojmy jako práce, se musı́ rozlišovat, zda složky reakcı́
konajı́ nebo nekonajı́ práci. Pokud práci nekonajı́, mluvı́me o vazbách konzerva-
tivnı́ch (ideálnı́ch).

9.2 Druhy posunutı́
Z hlediska analytické mechaniky je zcela jedno, zda se jedná o posunutı́ podélné
nebo o úhlové natočenı́.
Existujı́ tři druhy posunutı́

a) Skutečné - je takové posunutı́, které vyhovuje pohybové rovnici, okrajovým a
počátečnı́m podmı́nkám. Jeho posuv, který skutečně nastane.

b) Možné - je takové posunutı́, které vyhovuje pouze počátečnı́m podmı́nkám. Možných
posunutı́ bývá neskutečně mnoho, jsou omezeny jen rovnicı́ vazby a časovou
závislostı́.

c) Virtuálnı́ - je to rozdı́l mezi skutečným a možným posunutı́m

δr = rs − rm

Vztah mezi jednotlivými posunutı́mi ukazuje následujı́cı́ obrázek:
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9.3 Zobecněné souřadnice
V ”klasické“ mechanice se pro výklad a i pro řešenı́ problému použı́vá celá řada typů
souřadnic, jejichž volba je závislá na vhodnosti pro konkrétnı́ problém. Obecně lze
ale zvolit kterýkoliv (kartézský, polárnı́,...)

Splňujı́-li tyto souřadnice podmı́nku, že jsou navzájem nezávislé a že jejich počet
je roven počtu stupňů volnosti (pak se takovéto souřadnice nazývajı́ zobecněnými a
označujeme je qj , (j = 1..n), kde n je počet stupňů volnosti

~rj = ~rj(q1, q2, .., qn)

9.4 Zobecněné sı́ly
Každé zobecněné souřadnici qj odpovı́dá zobecněná sı́la Qj, kterou můžeme určit z
rovnice pro elementárnı́ práci, tzv. pracovnı́ch sil na virtuálnı́ch posuvech:

δAj = Qj δqj

V analytické mechanice rozdělujeme sı́ly na sı́ly vazbové V~F a sı́ly pracovnı́ P~F

Proti skutečným, v realitě probı́hajı́cı́m elementárnı́m posunutı́m d~r, se v analy-
tické mechanice pracuje předevšı́m se virtuálnı́m posunutı́m δ~r. Pak skalárnı́ součin
virtuálnı́ho posunutı́ a pracovnı́ sı́ly se nazývá virtuálnı́ práce.

Virtuálnı́ posuv je možný, ale nepředpokládá se, že by se musel nutně realizovat. Jde
o ”okamžitá“ posunutı́ při přechodu z jednoho stavu do druhého.

Z matematického hlediska představujı́ skutečné změny d~r diferenciály souřadnic,
zatı́mco virtuálnı́ posuvy δ~r jsou variace souřadnic.

Určenı́ zobecněných sil:

Virtuálnı́ práce pro N bodů a n stupnı́ch volnosti je

δAj =
N∑
j=1

~Fj δ~rj

kde virtuálnı́ posuvy jsou dány

δ~rj =
n∑
i=1

∂~rj
∂qi

δqi
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Dosazenı́m dostaneme

δA =
N∑
j=1

~Fj

n∑
i=1

∂~rj
∂qi

δqi =
N∑
j=1

n∑
i=1

~Fj
∂~rj
∂qi

δqi

což porovnánı́m s rovnicı́
δAj = Qj δqj

je

δA =
n∑
i=1

Qi δqi

kde

Qi =
N∑
j=1

~Fj
∂~rj
∂qi

=
∂A

∂qi

Zobecněná sı́la nemusı́ mı́t vždy rozměr sı́ly. Pro lineárnı́ souřadnici má rozměr sı́ly,
pro úhlovou souřadnici má rozměr momentu, atd.

Důležité je, aby součin zobecněné souřadnice a zobecněné sı́ly měl vždy rozměr
práce.

9.5 Princip virtuálnı́ch pracı́
V předchozı́m odstavci byla definována zobecněná sı́la Qi

Qi =
N∑
j=1

~Fj
∂~rj
∂qi

Stejným způsobem můžeme definovat i zobecněnou setrvačnou sı́lu

Qs
i =

n∑
j=1

~F s
j

∂~rj
∂qi

kde
~F s
j = −mj

~̈rj

Potom lze princip virtuálnı́ch pracı́ definovat

n∑
j=1

(
~Fj + ~F s

j

)
δ~rj = 0
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anebo
n∑
j=1

(
~Fj −mj

~̈rj

)
δ~rj = 0

Tento základnı́ princip analytické mechaniky řı́ká, že virtuálnı́ práce vnějšı́ch a se-
trvačných sil při virtuálnı́m posunutı́ je nulová. Rovnice principu virtuálnı́ch pracı́ se
také nazývá obecnou rovnicı́ dynamiky.

Princip virtuálnı́ch pracı́ tak nenı́ nic jiného, než formalizovaný zákon o rovnováze
těles.

9.6 Lagrangeovy rovnice 2. druhu
Při odvozovánı́ vyjdeme z principu virtuálnı́ch pracı́ pro soustavu N těles (bodů)

n∑
j=1

(
~Fj + ~F s

j

)
δ~rj = 0

~rj = ~rj(q1, .., qn, t)

Variace δ~rj určı́me pomocı́ výrazu

δ~rj =
n∑
i=1

∂~rj
∂qi

δqi

Princip virtuálnı́ch pracı́ lze přepsat formálně do tvaru

N∑
j=1

~Fj δ~rj =
N∑
j=1

mj
~̈rj δ~rj

Levou stranu rovnice pak můžeme upravit do tohoto tvaru

N∑
j=1

~Fj δ~rj =
N∑
j=1

n∑
i=1

~Fj
∂~rj
∂qi

δqi =
N∑
j=1

Qi δqi

a stejně tak lze upravovat i pravou stranu

N∑
j=1

mj
~̈rj δ~rj =

n∑
i=1

(
N∑
j=1

mj
~̈rj
∂~rj
∂qi

)
δqi
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a dále lze závorku upravovat

mj
~̈rj
∂~rj
∂qi

=
d
dt

(
mj

d~rj
dt

∂~rj
∂qi

)
−mj

~̇rj
d~rj
dt

(
∂~rj
∂qi

)
Pro rychlost každého j-tého tělesa platı́

~̇rj =
d~rj
dt

=
∂~rj
∂t

+
N∑
i=1

∂~rj
∂qi

q̇i

Z teorie parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic lze odvodit

∂~rj
∂qi

=
∂~̇rj
∂q̇i

=
∂~vj
∂q̇i

Z výše uvedeného můžeme dostat

mj
~̈rj
∂~rj
∂qi

=
d
dt

(
mj~vj

∂~vj
∂q̇i

)
−mj~vj

∂~vj
∂qi

=

d
dt

[
∂

∂q̇i

(
mjv

2
j

2

)]
− ∂

∂q̇i

(
mjv

2
j

2

)

Výraz mjv
2
j

2 je kinetická energie j-tého tělesa. Kinematická energie soustavy je pak
rovna

Ek =
N∑
j=1

mjv
2
j

2

Dosadı́me-li všechny tyto závěry do počátečnı́ upravené rovnice pro princip virtuálnı́ch
pracı́, dostaneme

n∑
i=1

[
d
dt
∂Ek

∂q̇i
− ∂Ek

∂q̇i

]
δqi =

n∑
i=1

Qiδqi

Vzhledem k tomu, že zobecněné souřadnice jsou navzájem nezávislé, musı́ platit

d
dt
∂Ek

∂q̇i
− ∂Ek

∂qi
= Qi i = 1, 2, ..., n

Tento tvar představuje základnı́ tvar Lagrangeových rovnic 2. druhu pro soustavu
těles s n stupni volnosti a s holonomnı́mi vazbami. Jedná se defacto o soustavu n
diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu.
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Sı́ly, které na soustavu těles (bodů) působı́, jsou obecně dvojı́ho druhu - potenciálnı́
a nepotenciálnı́

Qi = Qin +Qip

Potenciálnı́ sı́ly pro konzervativnı́ soustavy lze vyjádřit ve tvaru

Qip = −∂Ep

∂qi

Nepotenciálnı́ sı́ly lze dále vyjádřit

Qin = −∂A
∂qi

=
∂W

∂q̇i

Potom lze Lagrangeovy rovnice napsat v rozšı́řeném tvaru:

d
dt

(
∂Ek

∂q̇i

)
− ∂Ek

∂qi
+
∂Ep

∂qi
+
∂ED

∂q̇i
=
∂A

∂qi
=
∂W

∂q̇i

10 LINEÁRNÍ KMITÁNÍ S 1◦ VOLNOSTI

Většina mechanických soustav vykonává kmitavý pohyb, zkráceně kmitá. Teorie
kmitánı́ patřı́ k nejdůležitějšı́m částem mechaniky. Mechanické kmitánı́ se rozděluje
z mnoha hledisek. Podle toho, jaké jsou povahy jeho vzniku, je dělı́me na buzené
nebo nebuzené, podle typu matematického modelu na kmitánı́ lineárnı́ nebo ne-
lineárnı́ atd. Hledisek je celá řada.

Nejjednoduššı́ je teorie lineárnı́ho kmitánı́ s jednı́m stupňem volnosti. Tato teorie má
několik omezenı́, je však ve své podstatě dobře použitelná na vysvětlenı́ takových
jevů, které vznikajı́ v mnoha mechanických soustavách.

Lineárnı́ kmitánı́ je omezeno zásadnı́ podmı́nkou:
Jedná se o malé kmity okolo rovnovážné polohy. Obecně platı́, že úhly, které při
kmitánı́ vznikajı́, musı́ být menšı́ jak 5◦.
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10.1 Pohybová rovnice
Nejjednoduššı́ model

Odvozenı́ pohybových rovnic je nejlepšı́ pomocı́ Lagrangeových rovnic 2. druhu.

Ek =
1

2
mq̇2 Ep =

1

2
kq2

ED =
1

2
bq̇2 W = Qq̇

∂Ek

∂q̇
= mq̇

∂Ek

∂q
= 0

d
dt

(
∂Ek

∂q̇

)
= mq̈

∂Ep

∂q
= kq

∂ED

∂q̇
= bq̇

∂W

∂q̇
= Q

Pohybová rovnice je pak

mq̈ + bq̇ + kq = Q

Toto je pohybová rovnice pro tento jeden konkrétnı́ přı́klad. Obecně platı́, že každá
pohybová rovnice, která má tvar

m∗q̈ + b∗q̇ + k∗q = Q∗

kde m∗, b∗, k∗, Q∗ jsou konstanty, vykonává mechanické kmity. Jedná se o dife-
renciálnı́ rovnici druhého řádu s pravou stranou. Řešenı́ této rovnice se předpokládá
ve tvaru

q = qh + qp

kde homogennı́ řešenı́ předpokládá nulovou pravou stranu.
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10.2 Homogennı́ řešenı́
Pohybovou rovnici, kterou řešı́me, máme ve tvaru

m∗q̈ + b∗q̇ + k∗q = 0

Pro dalšı́ řešenı́ si vytvořı́me dva modely. Obecně se homogennı́m řešenı́m řı́ká volné
kmitánı́. Obsahuje-li pohybová rovnice volného (a obecně jakéhokoliv) kmitánı́ člen
bq̇, jedná se o tlumené kmity, nenı́-li tento člen přı́tomen, jedná se o netlumené kmity.

10.2.1 Volné netlumené kmitánı́

Pohybová rovnice je ve tvaru

m∗q̈ + k∗q = 0

Rovnici normalizujeme do tvaru

q̈ +
k∗

m∗
q = 0

a zavedeme novou proměnnou, nazvanou vlastnı́ úhlová frekvence a definovanou

Ω0 =

√
k∗

m∗

čı́mž rovnice přejde do tvaru

q̈ + Ω2
0q = 0

Řešenı́ této diferenciálnı́ rovnice je např. pomocı́ charakteristické rovnice

λ2 + Ω2
0 = 0 ⇒ λ1,2 = ±iΩ0

Řešenı́ se předpokládá ve tvaru

q = Ceλt
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dosazenı́m dostaneme řešenı́

q = C1e
iΩ0t + C2e

−iΩ0t

nebo pomocı́ Eulerových vztahů se dá převést

q = A cos Ω0t+B sin Ω0t

anebo do tvaru
q = C sin(Ω0t+ ϕ0)

Všechny tři předchozı́ zápisy představujı́ harmonický pohyb

T0 - perioda harmonického pohyb, udává, za jak dlouho se daný periodický děj opa-
kuje. Převrácená hodnota

1

T0
= f0

[
1

s
; Hz

]
je vlastnı́ frekvence. Ta udává, kolik opakovánı́ se provede za 1 sekundu.

Vztahy mezi vlastnı́ úhlovou frekvencı́, periodou a vlastnı́ frekvencı́ jsou následujı́cı́:

T0 =
2π

Ω0
[s] f0 =

1

T0
=

Ω0

2π
[Hz]

Ω0 =
2π

T0
Ω0 = 2πf
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Konstanty C1 a C2, resp. A,B nebo C,cf0 se měřı́ z počátečnı́ch podmı́nek, kdy
musı́me znát, jak se soustava chovala v čase t0, jakou měla výchylku q0 a jakou
rychlost q̇0.

Vztahy mezi konstantami jsou následujı́cı́:

A = C1 + C2 B = i(C1 − C2)

C =
√
A2 +B2 ϕ0 = arctan

A

B

Rychlost pohybu se obdržı́ derivacı́ výchylky

q̇ = −AΩ0 sin Ω0t+BΩ0 cos Ω0t

q̇ = CΩ0 cos(Ω0t+ ϕ0)

Dalšı́ derivacı́ dostaneme zrychlenı́

q̈ = −AΩ2
0 cos Ω0t−BΩ2

0 sin Ω0t

q̈ = −CΩ2
0 sin(Ω0t+ ϕ0)

Porovnánı́m vztahů pro výchylku a zrychlenı́ lze dospět ze vztahu mezi těmito veličinami

q̈ = −Ω2
0q

Přı́klad - Zjistěte Ω0

q = ϕ q̇ = ω q̈ = α

62



Ek =
1

2
Iω2 → Ek =

1

2

1

3
ml2q̇2 =

1

6
ml2q̇2

x = l tanϕ :: pro ϕ < 5◦ tanϕ = sinϕ = ϕ ⇒ x = lϕ

Ep =
1

2
kx2 =

1

2
kl2ϕ2 =

1

2
kl2q2

∂Ek

∂q̇
=

1

3
ml2q̇ → d

dt
→ 1

3
ml2q̈

∂Ep

∂q
= kl2q

Pohybové rovnice:
1

3
ml2︸ ︷︷ ︸
m∗

q̈ + kl2︸︷︷︸
k∗

q = 0

Ω2
0 =

k∗

m∗
Ω0 =

√
kl2

1
3ml

2
=

√
3k

m

f0 =
Ω0

2π
=

1

2π

√
3k

m
T0 =

1

f0

10.2.2 Volné tlumené kmitánı́

Z předchozı́ho vyplynulo, že pohyb se opakuje nekonečně dlouho. To však odporuje
pozorovánı́ a skutečnosti, že každý pohyb, pokud nenı́ rozkmitáván odeznı́.

Tlumenı́ je důsledkem složitých a nevratných procesů, které disipujı́ energie. Obecně
lze tlumenı́ rozdělit na vnějšı́ tlumenı́ (odrazy vzduchu apod.), tlumenı́ ve vazbách a
vnitřnı́ (materiálové) tlumenı́, které způsobuje odpor v materiálu.
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Nejjednoduššı́m popisem tlumenı́ soustavy je rovnice

m∗q̈ + b∗q̇ + k∗q = 0

Jedná se o rozšı́řenou rovnici netlumeného kmitánı́.

Rovnici opět normalizujeme do tvaru

q̈ + 2δq̇ + Ω2
0q = 0

kde δ = b∗

2m∗ je součinitel doznı́vánı́. Jedná se opět o diferenciálnı́ rovnici druhého
řádu a řešit ji opět budeme pomocı́ charakteristické rovnice

λ2 + 2δλ+ Ω2
0 = 0

jejı́ž kořeny jsou

λ1,2 = −δ ±
√
δ2 − Ω2

0

O tom, jestli se bude jednat o 2 různé reálné, stejné reálné nebo 2 komplexně sdružené
kořeny rozhoduje vztah mezi δ a Ω0. Pro jednoduššı́ popis si definujme

br =
δ

Ω0

což je veličina nazývaná poměrný útlum. Podle jeho velikosti lze rozlišit tři druhy
pohybu.

I) Podkritické tlumenı́ br < 1

Musı́ tedy platit, že δ < Ω0 a kořeny charakteristické rovnice jsou komplexně sdružená
čı́sla.
Zavedeme-li

Ω =
√

Ω2
0 − δ2

jako vlastnı́ úhlovou frekvenci tlumeného kmitánı́, pak pro kořeny charakteristické
rovnice dostaneme

λ1,2 = −δ ±
√
−Ω2 = −δ ± iΩ2
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Řešenı́ je potom ve tvaru

q = e−δt(C1e
iΩt + C2e

−iΩt)

což se dá opět vyjádřit i v následujı́cı́m tvaru

q = e−δt(A cos Ωt+B sin Ωt)

a ve tvaru

q = Ce−δt sin(Ωt+ ϕ0)

Jedná se o periodický pohyb s periodou

T =
2π

Ω
f =

1

T
=

Ω

2π

Z hlediska praxe je zajı́mavý poměr rychlosti v čase t a v čase o n-násobek periody.
Dostaneme

qt
qt+nT

=
Ce−δt sin(Ωt+ ϕ0)

Ce−δ(t+nT ) sin(Ω(t+ nT ) + ϕ0)

po úpravách lze dostat
Cn

qt
qt+nT

= nδT

Pro n = 1 se tato hodnota nazývá logaritmický dekrement a je definovaná

ϑ = ln
qt
qt+T

= δT

65



což se dá dále upravit na

ϑ =
2πδ√

Ω2
0 − δ2

a pro velmi malá tlumenı́, kdy se δ blı́žı́ hodnotě 1 je

ϑ =
2πδ

Ω2
0

⇒ ϑ = 2πbr

Z tohoto vyplývá teoretický závěr, že tlumenı́ by mělo zaniknout až v čase t → ∞.
Přestože to neodpovı́dá skutečnosti, je tento způsob popisu velmi rozšı́řený, protože
dává celkem uspokojivé výsledky s výjimkou doby dokmitu.

II) Nadkritické tlumenı́ br > 1

Pro tento přı́pad platı́, že δ > Ω0 a tak jsou kořeny reálné různé. Zavedeme-li

κ =
√
δ2 − Ω2

0

pak řešenı́ je ve tvaru

q = e−δt(C1e
κt + C2e

κt)

což se dá upravit do tvaru

q = Ce−δt sinh(κt+ ϕ)

Sinus hyperbolický nenı́ periodická funkce a proto výsledný pohyb také nenı́ perio-
dický. Nenastává tedy kmitavý pohyb.

III) Kritické tlumenı́ br = 1

Pro tento přı́pad platı́, že δ = Ω0 a řešenı́ charakteristické rovnice je vı́cenásobný
kořen.
Řešenı́ je ve tvaru

q = e−δt(C1 + C2t)

Také v tomto přı́padě nedocházı́ k periodickému pohybu, nenastane kmitánı́.

66



10.3 Partikulárnı́ řešenı́
V technické praxi je přı́pad, kdy na těleso nepůsobı́ žádná vnějšı́ sı́la, která by jej
uváděla do pohybu, poměrně řı́dkým jevem. Naopak na soustavu (těleso) působı́
většinou celá řada časově závislých sil.

Takovouto situaci popisuje právě partikulárnı́ řešenı́, pro něž je pohybová rovnice ve
tvaru

m∗q̈ + b∗q̇ + k∗q = Q∗(t)

Tuto rovnici, stejně jako v předchozı́ch přı́padech, normalizujeme a zavedeme známé
součinitele δ a Ω0, čı́mž dostaneme

q̈ + 2δq̇ + Ω2
0q =

Q∗(t)

m∗

Řešenı́ je
q = qh + qp

Homogennı́ řešenı́ jsme už proanalyzovali, nynı́ budeme analyzovat partikulárnı́ část,
kdy vynecháme přı́pady nadkritického a kritického tlumenı́.

Tvar partikulárnı́ho řešenı́ závisı́ na tvaru budı́cı́ sı́ly. Obecně nenı́ možné pro všechny
přı́pady buzenı́ odvodit analytické řešenı́, proto je řešenı́ odvozeno pro speciálnı́ typy
budı́cı́ch sil.

a) Harmonická sı́la

Harmonická sı́la je nejběžnějšı́ technická aplikace budı́cı́ sı́ly. Sı́la má tvar

Q∗(t) = Q∗0e
iωt

S ohledem na pravou stranu lze řešenı́ odhadnout ve tvaru

qp = q0e
iωt

potom rychlost q̇ a zrychlenı́ q̈ jsou ve tvaru

q̇ = iωq0e
iωt q̈ = −ω2q0e

iωt
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Dosadı́me-li tyto vztahy do pohybové rovnice, dostaneme

−ω2m∗q0e
iωt + iωb∗q0e

iωt + k∗q0e
iωt = Q∗0e

iωt

eiωt lze na obou stranách vykrátit a dostaneme

−ω2m∗q0 + iωb∗q0 + k∗q0 = Q∗0

q0(k
∗ − ω2m∗ + iωb∗) = Q∗0

Pak pro amplitudu platı́

q0 =
Q∗0

k∗ − ω2m∗ + iωb∗
= qRe + iqIm

q0 =
Q∗0

k∗ − ω2m∗
+ i

Q∗0
ωb∗

Jako každé komplexnı́ čı́slo, i q0 má svůj modul (amplitudu) a fázi. Musı́ platit

qA =
√
q2
Re + iq2

Im =
Q∗0√

(k∗ − ω2m∗)2 + (b∗ω)2

Vytkneme z obou vztahů m∗ a dosadı́me do vztahů

k∗

m∗
= Ω2

0 δ =
b∗

2m∗
br =

δ

Ω0

dostaneme

qA =
Q∗0

m∗
√

(Ω2
0 − ω2)2 + (2δω)2

=
Q∗0

k∗

√(
1− ω2

Ω2
0

)2

+
(

2br
ω
Ω0

)2

a pro fázi lze dostat

tanϕ =
qRe
qIm

=
1− ω2

Ω2
0

2br
ω
Ω0

Necháme-li si vykreslit obě závislosti, dostáváme tzv. amplitudofrekvenčnı́ charak-
teristiku a fázověfrekvenčnı́ charakteristiku
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Z tvaru amplitudofrekvenčnı́ charakteristiky lze vidět, že ze situace, kdy ω = Ω0,
dojde k růstu amplitudy nad všechny meze. Tomuto jevu se řı́ká rezonance a je pro
většinu strojnı́ch zařı́zenı́ škodlivý a nebezpečný.

V praxi nedocházı́ k rezonanci při stavu, kdy ω = Ω0, protože každá strojnı́ součást
má tlumenı́. Pak k rezonanci dojde pro ω = Ω a rezonance už neroste nad všechny
meze, ale i v tomto přı́padě může narůst i o několik řádů. Je proto naprosto nezbytné
při návrhu součásti provádět analýzu vlastnı́ch frekvencı́ a zjišt’ovat přı́padné rezo-
nance.

V přı́padě, že by měl nastat tento jev, je nutné překonstruovat součást a zajistit, aby
rezonančnı́ stav byl dostatečně daleko od stavu provoznı́ho.

Fázověfrekvenčnı́ charakteristika nám udává, jaký je vztah mezi odezvou a budı́cı́
silou. Je vidět, že až do rezonance jsou ve fázi, v rezonanci se měnı́ směr a těleso se
pohybuje oproti působı́cı́ sı́le.

b) Buzenı́ nevývahou

V kapitole o vyvažovánı́ jsme dospěli k názoru, že i když se vždy snažı́me těleso
vyvážit, nikdy se to nepodařı́ úplně. Při pohybu pak na těleso působı́ odstředivá sı́la,
která je dána vztahem

Fo = mneω
2 sinωt

e...excentrita
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Potom je pohybová rovnice ve tvaru

m∗q̈ + b∗q̇ + k∗q = mneω
2 sinωt

Stejně jako pro harmonickou sı́lu je amplituda výsledného kmitánı́ komplexnı́ veličina
a jejı́ amplitudová a fázová charakteristika se řı́dı́ dle vztahu

qA =
mneω

2

k∗

√(
1− ω2

Ω2
0

)2

+
(

2br
ω
Ω0

)2

c) Kinematické buzenı́

Jedná se o dalšı́ technicky velice rozšı́řený typ buzenı́, který se projevuje tı́m, že
základ tělesa se pohybuje podle nějaké časové závislosti, nejjednoduššı́ dle harmo-
nické rovnice. Tento přı́pad je možné modelovat pomocı́ následujı́cı́ho obrázku

Potom má pohybová rovnice tvar

m∗q̈ + b∗(q̇ − u̇) + k∗(q − u) = 0

Tato rovnice se dá převést na tvar

m∗q̈ + b∗q̇ + k∗q = (iωb+ k)u0e
iωt
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což je formálně opět stejná rovnice jako pro harmonickou sı́lu. Závislost poměru
amplitudy odezvy ku amplitudě buzenı́ je

q0

u0
=

√
1 +

(
2br

ω
Ω0

)2

√(
1− ω2

Ω2
0

)2

+
(

2br
ω
Ω0

)2

a grafická závislost je

d) Obecné buzenı́

I když nenı́ možné řešit odezvu pro obecný průběh sı́ly v uzavřeném tvaru, je možné
pro různé časové okamžiky zı́skat odezvu. Pro tento přı́pad se použı́vá Dirackova
funkce, která je definovaná dle obrázku

Každou obecnou funkci je potom možné vyjádřit jako množinu po sobě jdoucı́ch
Dirackových impulzů
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Řešenı́ se potom provádı́ v nějakém časovém intervalu (0, t) pomocı́ konvolutornı́ho
Dühammelova integrálu

q(t) =
1

m∗Ω

t∫
0

Q∗(τ)e−δ(t−τ) sin Ω(t− τ) dτ

10.4 Vzorový přı́klad
Zadánı́: Určete, při jakých frekvencı́ch ω ∈< ω1;ω2 > buzeného kmitánı́ momentem
M dle rovnice M = M0 sinωt bude kyvadlo narážet do podpory, jestliže máme
zadanou určitou vůli v.

Zadánı́ si můžeme názorně představit na následujı́cı́m grafu - amplitudofrekvenčnı́
charakteristice. Hledáme frekvence, kdy dojde k tomu, že velikost amplitudy překročı́
zadanou vůli.
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Rovnice pro amplitudu:

qA =
Q0

k

√(
1− ω2

Ω2
0

)2

+
(

2br
ω
Ω0

)2

kde platı́

Ω0 =

√
k∗

m∗
br =

δ

Ω0

Určı́me si zobecněnou souřadnici

ϕ = q ωk = q̇ α = q̈

Navı́c pro malé úhly platı́

tanϕ = ϕ =
x
Lu
2

⇒ x = ϕ
Lu
2

= q
L

2

Přı́klad řešı́me pomocı́ Lagrangeových rovnic, napı́šeme si proto jednotlivé energie
a výkon

Ek =
1

2
Iω2

k =
1

2
Iq̇2 Ep =

1

2
kx2 =

1

2
k

(
Lu
2

)2

q2

ED =
1

2
bv2 =

1

2
bẋ2 =

1

2
b

(
Lu
2

)2

q̇2

W = Mωk = q̇M0 sinωt

Lagrangeova rovnice 2.druhu pro náš přı́pad, obecně

d
dt

(
∂Ek

∂q̇i

)
− ∂Ek

∂qi
+
∂Ep

∂qi
+
∂ED

∂q̇i
=
∂W

∂q̇i

Vypočı́táme přı́slušné derivace

∂Ek

∂q̇i
= Iq̇ → d

dt
(Iq̇) = Iq̈

∂Ek

∂qi
= 0

∂Ep

∂qi
= k

(
Lu
2

)2

q
∂ED

∂q̇i
= b

(
Lu
2

)2

q̇
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∂W

∂q̇i
= M0 sinωt

Dosadı́me zderivované energie zpět do rovnice (členy řadı́me od nejvyššı́ derivace)

I︸︷︷︸
m∗

q̈ + b

(
Lu
2

)2

︸ ︷︷ ︸
b∗

q̇ + k

(
Lu
2

)2

︸ ︷︷ ︸
k∗

q = M0︸︷︷︸
Q∗

0

sinωt

Vypočı́tané m∗, b∗ a k∗ dosadı́me do rovnic na začátku

Ω0 =

√
k∗

m∗
=

√
k
(
Lu
2

)2

I
δ =

b∗

2m∗
=
b
(
Lu
2

)2

2I

Nakonec je nutné výsledky těchto rovnic dosadit do původnı́ rovnice pro amplitudu,
čı́mž dojdeme k vlastnı́m frekvencı́m Ω1 a Ω2. (Jedná se o kvadratickou rovnici, proto
dvě)

qA =
Q∗0

k∗

√(
1− ω2

Ω2
0

)2

+
(

2br
ω
Ω0

)2
=

u

Lu

Maximálnı́ úhel kmitu kyvadla ϕmax zjistı́me z rovnice (pro malé úhly)

ϕmax =
u

Lu
⇒ u = ϕmaxLu

čı́mž jsme převedli zobecněnou proměnnou q [rad] na u [mm]
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11 KMITÁNÍ S VÍCE STUPNI VOLNOSTI

I když je model s jednı́m stupněm volnosti velice dobrý a dá se na něm vysvětlit celá
řada jevů a efektů, k popisu reálných soustav většinou nevystačı́. V praxi většinou
chceme znát vı́ce vlastnı́ch frekvencı́ než jednu a tak použı́váme modely s vı́ce stupni
volnosti.

Nejjednoduššı́ model soustavy s vı́ce stupni volnosti je tento

Pomocı́ některé metody pro řešenı́ dynamiky soustav těles dostaneme n pohybových
rovnic, které se dajı́ zapsat pomocı́ maticového zápisu ve tvaru

Mq̈ + Bq̇ + Kq = Q(t)

M je matice hmotnosti
B je matice tlumenı́
K je matice tuhosti
q̈ je vektor zrychlenı́
q̇ je vektor rychlostı́
q je vektor výchylek
Q je vektor zatı́ženı́

Tato maticová diferenciálnı́ rovnice popisuje obecný přı́pad kmitajı́cı́ soustavy s n
stupni volnosti. Tvar matice M, B a K je zcela závislý na topologii té které dané
soustavy.
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11.1 Volné netlumené kmitánı́

Řešenı́ volného netlumeného kmitánı́ je principiálně stejné jako pro soustavu s jednı́m
stupněm volnosti.

Přı́slušná pohybová rovnice má tvar

Mq̈ + Kq = 0

za předpokladu, že pohyb bude harmonický, lze řešenı́ předpokládat ve tvaru

q = ueiΩ0t

kde u je vektor amplitud kmitánı́. Zrychlenı́ je dáno druhou derivacı́

q̈ = −Ω2
0ue

iΩ0t

Dosazenı́m do pohybové rovnice dostaneme

−Ω2
0MueiΩ0t + KueiΩ0t = 0

a po úpravě
(K− Ω2

0M)u = 0

Soustava má nelineárnı́ řešenı́, když je závorka nulová, takže musı́ platit

det(K− Ω2
0M) = 0

Tento determinant se nazývá frekvenčnı́ charakteristika. Jeho rozvinutı́m dostáváme
polynom n-tého řádu, jehož řešenı́m je n hodnot. Tyto hodnoty představujı́ n vlastnı́ch
úhlových frekvencı́

Ω01 < Ω02 < ... < Ω0n

Prvnı́ závěr: Soustava s n stupni volnosti má n vlastnı́ch úhlových frekvencı́.
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Vlastnı́ úhlové frekvence lze sestavit do tzv. spektrálnı́ matice Λ

Λ =


Ω01 0 0 0

0 Ω02 0 0

0 0 . . . 0

0 0 0 Ω0n


Dosadı́me-li některou konkrétnı́ vlastnı́ frekvenci do rovnice

(K− Ω2
0M)u = 0

měli bychom dostat vektor odpovı́dajı́cı́ch amplitud. Záruka je však z definice nu-
lová, takže bychom dostali vektorový počet řešenı́ un. Z toho důvodu lze určit pouze
vzájemné poměry prvků ve vektoru un

u1n

u1n
;
u2n

u1n
; ... ;

unn
u1n

a nebo
u1n

u2n
;
u2n

u2n
; ... ;

unn
u2n

atd.

lze tedy dostat n různých posloupnostı́, které všechny definujı́ vlastnı́ tvar kmitu.
Proto se těmto tvarům řı́ká vlastnı́ vektory (vn). Zvolit můžeme kterýkoliv, ale prak-
ticky převažuje napřı́klad ten, kdy je axiálnı́ hodnost v daném vektoru 1. Řı́káme, že
vektor normujeme. Žádáme, aby platilo napřı́klad:

vT
nvn = 1 Euklidovo normovánı́

vT
nKvn = 1 normovánı́ podle matice tuhosti

vT
nMvn = 1 normovánı́ podle matice hmotnosti

atd.

Kmitá-li soustava v-tým tvarem kmitu, je odezva

qn = vne
iΩ0nt
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Obecné řešenı́ je součet všech možných vlastnı́ch tvarů kmitů

qn =
n∑
r=1

crvre
iΩ0nt

Vlastnı́ vektory lze shrnout do matice, která se nazývá modálnı́ v

v = [v1,v2, ...,vn] =


v11 · · · · · · vn1

v12
. . . ...

... . . . ...

v1n · · · · · · vnn



11.2 Vybuzené kmitánı́
Uvažujme pro jednoduchost buzenı́ harmonickou silou, kdy pohybová rovnice bude
mı́t tvar

Mq̈ + Bq̇ + Kq = Q(t) = Q0e
iωt

Obecné řešenı́ je
q = qh + qp

zabývejme se dále jen ustáleným řešenı́m, tj. partikulárnı́ částı́, kterému bude od-
povı́dat řešenı́ ve tvaru

qp = Seiωt

Uděláme prvnı́ i druhou derivaci a dosadı́me do pohybové rovnice a po úpravách
dostaneme

(K− ω2M + iωB)S = Q0

Z této rovnice lze zı́skat závislost amplitudy S

S = (K− ω2M + iωB)Q0

Tato amplituda je opět často komplexnı́, stejně jako v přı́padě kmitánı́ s jednı́m
stupněm volnosti a taktéž můžeme určit amplitudu a fázi.
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Závislost obou na vlastnı́ frekvenci se opět nazývá amplitudofrekvenčnı́ charakteris-
tika a fázověfrekvenčnı́ charakteristika.

Jejich průběh je následujı́cı́

12 ÚVOD DO NELINEÁRNÍHO KMITÁNÍ

Lineárnı́ teorie kmitánı́ sice dokáže popsat mnohé jevy, které se u kmitajı́cı́ch soustav
vyskytujı́, jejı́ omezenı́ na ”malé kmity“ však někdy mohou být značně limitujı́cı́.
V takových přı́padech je třeba doplnit soustavu diferenciálnı́ch rovnic o nelineárnı́
členy, které modelujı́ nelineárnı́ jevy a členy.

Nelineárnı́ soustavu lze charakterizovat jako mechanickou soustavu, která obsahuje
alespoň jeden prvek, který má charakteristiku popsanou nelineárnı́ závislostı́ silových
a kinematických (deformačnı́ch) veličin.

Nelinearita může mı́t (a většinou i má) vliv na chovánı́ celé soustavy. Lze tedy vyvo-
dit následujı́cı́ závěry:

• Nelineárnı́ kmitánı́ vede na nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice

• Při řešenı́ nelineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic neplatı́ princip superpozice a všechny
z něj vyplývajı́cı́ závěry.
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Nejjednoduššı́ model nelineárnı́ soustavy je

Dá se popsat nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnicı́

mq̈ + f(q, q̇, t) = Q(t)

Nelineárnı́ složka se dá formálně přepsat do tvaru f(q, q̇, t)q a pak je pohybová rov-
nice ve tvaru

mq̈ + f(q, q̇, t)q = Q(t)

Chceme-li řešit otázku vlastnı́ch frekvencı́, stačı́ nám homogennı́ rovnice

mq̈ + f(q, q̇, t)q = 0

Tuto rovnici normalizujeme

q̈ +
f(q, q̇, t)

m
q = 0

pak Ω2
0 =

f(q, q̇, t)

m
je závislá na výchylce.

Platı́: Vlastnı́ frekvence u nelineárnı́ch soustav jsou závislé na výchylce kmitánı́.

Obecně jsou dva možné průběhy závislosti vlastnı́ch frekvencı́ na výchylce

Závislostem se řı́ká skeletové křivky. Jsou bud’ měknoucı́ (degresivnı́) nebo tuhnoucı́
(progresivnı́).
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12.1 Přibližné metody řešenı́ nelineárnı́ch pohybových rovnic
12.1.1 Rozvoj do Taylorovy řady

Při této metodě předpokládáme, že nelineárnı́ funkce je závislá pouze na výchylce q,
nebo na jiném parametru, ale jen na jednom.

Potom můžeme tuto funkci převést do Taylorova rozvoje

f(q) = f(a) + f ′(a)(x− a) +
1

2
f ′′(a)(x− a)2 + ...

kde a je bod, v jehož okolı́ chceme linearizovat dané nelinearity.

Potom vezmeme jen prvnı́ dva členy řady, čı́mž zı́skáme lineárnı́ závislost

f(q) = f(a) + f ′(a)(x− a)

čı́mž jsme převedli nelineárnı́ problém na lineárnı́.

Metoda je použitelná za předpokladu, že daná nelinearita má derivaci.

12.1.2 Metoda přı́mé linearizace

Tato metoda vyžaduje, aby nelineárnı́ charakteristiky byly analytickými funkcemi
svých parametrů.

Při linearizaci minimalizujeme rozdı́l mezi skeletovým průběhem nelineárnı́ charak-
teristiky fN(q) a jejı́ lineárnı́ náhradou f ∗(q) = k∗q jako minimum střednı́ch kvad-
ratických odchylek předrozdı́lových amplitud < −A;A >. Hledám tedy minimum
integrálu

I =

A∫
−A

(fN(q)− k∗q)2 dq

kde k∗ je hledaný parametr.

Minimum integrálu v závislosti na parametru k∗ určuje podmı́nka

min =
∂I

∂k∗
= 0
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což je

∂

∂k∗

A∫
−A

(fN(q)− k∗q)2 dq = 0

12.1.3 Metoda ekvivalentnı́ linearizace

Jedná se o jednu z nejpoužı́vanějšı́ch metod v technických aplikacı́ch.

Předpokládejme, že soustava o 1◦ volnosti je popsána nelineárnı́ rovnicı́

mq̈ + bq̇ + kq + f(q, q̇) = F0 cosωt

Předpokládáme trvalé nelinearity, což znamená, že řešenı́ pohybové rovnice bude
blı́zké řešenı́ lineárnı́mu

q(t)
.
= A cos(ωt− ψ)

q̇(t)
.
= −ωA sin(ωt− ψ)

VeličinyA aψ nejsou konstantnı́, ale měnı́ se během periody. Provedeme zprůměrovánı́
hodnotA a ψ vzhledem k periodě pohybu. Dosadı́me řešenı́ q(t) do nelineárnı́ funkce
f(q, q̇) a tu rozvineme do Furierovy řady. Zanedbáme absolutnı́ a všechny složky
kromě prvnı́ch a dostaneme

f(q, q̇) = U1 cos(ωt− ψ) + V1 sin(ωt− ψ)
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dále se dá vyjádřit, že

cos(ωt− ψ) =
q(t)

A
sin(ωt− ψ) =

q̇(t)

−ωA
a pak

f(q, q̇) =
U1

A
q +

V1

−ωA
q̇(t)− keq + beq̇

kde ke a be jsou tzv. ekvivalentnı́ linearizovaná tuhost a ekvivalentnı́ linearizované
tlumené. Konstanty U1 a V1 lze spočı́tat z Furierovy řady.

ke =
U1

A
=

1

πA

2π∫
0

f(q, q̇) cos(ωt− ψ) dωt

be =
−V1

ωA
= − 1

πAω

2π∫
0

f(q, q̇) sin(ωt− ψ) dωt

potom je pohybová rovnice ve tvaru

mq̈ + (b+ be(A))q̇ + (k + ke(A))q = F0 cosωt− ψ

12.2 Přechodové charakteristiky
Přechodové charakteristiky jsou křivky, které modelujı́ děje při přechodu rezonančnı́ch
vrcholů. Obecně mohou nastat dva přı́pady přechodu rezonančnı́ch vrcholů - rychlý
přechod a pomalý přechod.

Amplitudofrekvenčnı́ závislost se vytvořı́ tak, že dojde k obalenı́ skeletové křivky.

Jednı́m z přı́kladů je i následujı́cı́:
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Pomalý přechod přes rezonanci

a) Nárůst b) Pokles

Mezi body ωA a ωB vzniká tzv. pásmo nestability. Je to oblast, kde nelze dopředu
predikovat počet řešenı́ ani které z možných řešenı́ se vyskytne, viz obrázek

Rychlý přechod přes rezonanci

a) Nárůst b) Pokles

Při rychlém přechodu přes rezonanci se snı́žı́ maximálnı́ dosažená amplituda, ale
objevı́ se však ale parazitnı́ rezonance, a to bud’ za rezonancı́ nebo před rezonancı́.
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Rezonance většı́ než základnı́ rezonance se nazývajı́ ultraharmonické rezonance a
jsou většinou celočı́selným násobkem základnı́ rezonance (2x, 3x, ...).

Rezonance menšı́ než základnı́ rezonance se nazývajı́ subharmonické rezonance a
jsou většinou celočı́selným podı́lem základnı́ rezonance (1

2x, 1
3x, ...).

13 RÁZ TĚLES

13.1 Přı́mý centrálnı́ ráz
Pro přı́mý centrálnı́ ráz platı́, že vektory rychlostı́ před rázem i po rázu ležı́ na spojnici
těžišt’ obou těles

Rozeznáváme dvě fáze rázu:

1. fáze: začı́ná kontaktem těles a končı́ v okamžiku,
kdy se obě tělesa pohybujı́ stejnou rychlostı́

2. fáze: začı́ná v okamžiku, kdy majı́ obě tělesa stejnou
rychlost a končı́ v okamžiku jejich oddělenı́

Grafické znázorněnı́

Obecně musı́ platit
v10 > vs > v1

v20 < vs < v2

85



I. fáze

Cı́lem je zı́skat ~vs

Uvolnı́me tělesa v kontaktu

Pro dvě tělesa musı́ platit 1. impulsová věta

1. těleso

t∫
0

FR dt = H1 −H0 = m1(v10 − vs)

2. těleso

t∫
0

FR dt = H2 −H0 = m2(vs − v20)

z toho
m1(v10 − vs) = m2(vs − v20) ⇒ vs =

m1v10 +m2v20

m1 +m2

II. fáze - restituce těles

Během této fáze se tělesa snažı́ zaujmout svůj původnı́ tvar. Podle typu materiálu
těles rozlišujeme tři typy:

1. Elastický
2. Elasticko-plastický
3. Plastický

Grafickou závislost udává rázový diagram
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Koeficient restituce - γ

Vyjadřuje mı́ru deformace tělesa. Je definován pro konkrétnı́ dva materiály jako

γ =
∆H2

∆H1
=

rozdı́l hybnosti v II. fázi

rozdı́l hybnosti v I. fázi
(0÷ 1)

Experimentálnı́ stanovenı́ γ

Představme si napřı́klad mı́ček, který upustı́me na podlahu a pozorujeme, jak vy-
soko mı́ček po nárazu na zem vyskočı́. Hmotnosti žádného z těles se po celou dobu
experimentu neměnı́.

Předpokládáme, že ve výšce h0 a h1 se těleso m1 nepohybuje, tedy že má nulovou
počátečnı́ a koncovou rychlost. Dále předpokládáme, že těleso m2 mělo nulovou
počátečnı́ rychlost a že se na základě m2 � m1 po nárazu také nepohybovalo. Z
toho plyne, že v našem přı́padě je vs = 0 a že platı́

γ =
∆H2

∆H1
=

m1v1 −m1vs
m1vs −m1v10

=
m1v1 − 0

0−m1v10
=

m1v1

−m1v10
=

v1

−v10

Znaménko mı́nus u v10 značı́ jen opačný směr rychlosti. Pak lze napsat

γ =
v1

v10

Dopadová a odrazová rychlost tělesa m1

v10 =
√

2gh0 v11 =
√

2gh1

Finálnı́ zı́skánı́ γ z poměru výšek

γ =
v1

v10
=

√
2gh1√
2gh0

=

√
h1

h0
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13.2 Nepřı́mý ráz

n: v10n = v10 cosα1 0 = m1(v10τ − vsτ )
v20n = v20 cosα2 0 = m2(vsτ − v20τ )

τ : v10τ = v10 sinα1 ↪→ V tečném směru se rychlosti neměnı́!
v20τ = v20 sinα2

V normálovém směru je situace stejná jako pro přı́mý centrálnı́ ráz.

13.3 Střed rázu
Tato teorie vyplývá z teorie rázu rotujı́cı́ho tělesa na nerotujı́cı́

Translačnı́ pohyb tělesa č.2 převedeme na rotačnı́ pohyb bodového tělesa pomocı́
vztahů

I2 = m2p
2 v20 = ω20p v2 = ω2p

pomocı́ 2. impulsové věty dostaneme závislost ω1 a v2

ω1 = (1 + γ1)
I1ω10 +m2p

2 v20
p

I1 +m2p2
− γ1ω10

ω2 =
v2

p
= (1 + γ2)

I1ω10 +m2p
2 v20
p

I1 +m2p2
− γ2ω20
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Uvolnı́me-li těleso č.1, dostane ve vazbě dvě na sebe kolmé sı́ly. Našı́ snahou je, aby
jejı́ normálová složka byla nulová.

Opět použijeme 2. impulsovou větu (1 těleso)

t∫
0

(FAn + FR) dt = I1(ω10 − ω1)

t∫
0

FR dt = m2(v2 − v20)

Dosazenı́m dostaneme

t∫
0

FAn dt+m2(v2 − v20) = I1(ω10 − ω1)

Dosazenı́m a úpravou dostaneme

t∫
0

FAn dt

︸ ︷︷ ︸
→0

=
ω10p− v20

I1 + ω2p2
ω2(1 + ε)︸ ︷︷ ︸

6=0

(I1 −m1lp)︸ ︷︷ ︸
=0

I1 −m1lp = 0 ⇒ p =
I1

m1l

Vzdálenosti p se řı́ká střed rázu a do této vzdálenosti se umist’uje uloženı́.

14 EXPERIMENT

14.1 Měřı́cı́ řetězec
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• Snı́mač: převádı́ mechanický pohyb na některou zaznamenatelnou veličinu

• Zesilovač: zvětšuje amplitudu a transformuje fázi

• A/D převodnı́k: digitalizuje data pomocı́ dané vzorkovacı́ frekvence

14.2 Snı́mače
Dělı́me dle mnohých kriteriı́:

1. dle napájenı́
a) pasivnı́ - je nutný zdroj el. energie pro činnost snı́mače
b) aktivnı́ - nenı́ nutný zdroj el. energie pro činnost snı́mače

2. dle upevněnı́
a) kontaktnı́ - je pevně spojen s měřeným objektem
b) bezkontaktnı́ - nenı́ pevně spojen s měřeným objektem

3. dle měřené veličiny
a) absolutnı́
b) relativnı́

14.2.1 Typy snı́mačů

1) Piezokrystalický
Primárnı́ elektrická veličina je náboj, tomu odpovı́dá mechanická veličina zrychlenı́.
Snı́mač je absolutnı́, kontaktnı́ a aktivnı́.

Matematický model:
- soustava s jednı́m stupněm volnosti

⇒ mẍ+ kx = 0 ⇒ Ω0 =

√
k

m
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2) Induktančnı́
Primárnı́ elektrická veličina je napětı́, jemuž odpovı́dá mechanická veličina posuv.
Snı́mač je relativnı́, pasivnı́ a bezkontaktnı́. Pracuje na principu vı́řivých proudů; z
tohoto důvodu musı́ být plocha proti snı́mači magnetická.

3) Indukčnı́
Primárnı́ elektrická veličina je magnetická indukce, čemuž odpovı́dá mechanická
veličina rychlost. Snı́mač je kontaktnı́, aktivnı́ a absolutnı́. Pracuje na principu mag-
netické indukce, kdy docházı́ k pohybu jádra v cı́vce a tı́m i k indukovánı́ proudu.

4) Kapacitnı́
Primárnı́ elektrická veličina je kapacita, tomu odpovı́dá mechanická veličina posuv.
Je to snı́mač kontaktnı́, pasivnı́ a absolutnı́. Pracuje na principu deskového kon-
denzátoru. Je však přı́liš citlivý na malém rozsahu a proto se přı́liš nepoužı́vá.

5) Tenzometrický
Primárnı́ elektrická veličina je odpor (změna odporu), čemuž odpovı́dá mechanická
veličina přetvořenı́. Snı́mač je kontaktnı́, relativnı́ a pasivnı́. Snı́mač využı́vá jevu, že
se změnou profilu drátku měnı́ odpor. Platı́ vztah:

∆R

R
= kε

Změna odporu je malá a proto se pro měřenı́ použı́vá tzv. Wheatstonův můstek
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